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求解随机二阶锥线性互补问题的期望残差最小化方法
张 宏 伟*, 贾  红, 陈  爽, 庞 丽 萍

(大连理工大学 数学科学学院,辽宁 大连 116024)

摘要:引入期望残差最小化(ERM)方法来求解随机二阶锥线性互补问题.在非负象限内,利
用ERM方法求解随机线性互补问题是可行的,为此将非负象限内的随机线性互补问题延伸

到二阶锥内.首先,介绍了二阶锥矢量相关的若尔当积及谱分解等预备知识.然后,通过二阶

锥互补函数FB函数将随机二阶锥线性互补问题转化为极小化问题.以预备知识为基础证明

了若尔当积下的 x2 与 x 2 的关系,并进一步证明了离散型目标函数解的存在性与收敛

性.最后,证明利用ERM方法解随机二阶锥互补问题是可行的.
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0 引 言

Rn 中的二阶锥,也称冰淇淋锥或洛伦兹锥,

定义为Kn∶={(x1 x2)∈R×Rn-1| x2 ≤x1},

其中 · 为欧式范数.若n=1,则Kn 即为非负象

限R+.一般对包含二阶锥(SOCs)的互补问题比

较感兴趣.二阶锥互补问题作为线性互补问题的

扩展,在线性问题、二次规划问题及一些网络均衡

问题中 均 具 有 广 泛 的 应 用.二 阶 锥 互 补 问 题

(SOCCP)的一般形式为寻找向量x,y∈Rn 及ξ
∈Rn,使得问题(1)

<x,y>=0,x∈K,y∈K
x=F(ξ),y=G(ξ)

成立.其中<·,·>为欧几里得内积,F:Rn →Rn 与

G:Rn→Rn 均为光滑函数,K=Kn1×…×KnN,N,

n1,…,nN ≥1,n1+…+nN =n,Kni∶={(x1 x2)

∈R×Rni-1,x2 ≤x1}.给定矩阵M∈Rn×n 及向

量q∈Rn,当x=ξ,y=F(ξ),F(ξ)∶=Mξ+q时,
问题(1)即为二阶锥线性互补问题.

确定性的二阶锥互补问题在研究数学规划、
运筹学、博弈论中具有非常重要的意义,而现实问

题通常具有不确定性,因此带有随机因素的二阶

锥线性互补问题越来越多地受到人们的重视.当

F:K×Ω→K 为带有随机变量的向量值函数,即

F(x,ω)∶=M(ω)x+q(ω)时,随机二阶锥线性互

补问题作为二阶锥互补问题的一个扩展便产生

了,即
<x,F(x,ω)>=0,x∈K,F(x,ω)∈K

F(x,ω)∶=M(ω)x+q(ω)
其中M(ω)∈Rn×n,q(ω)∈Rn.Ω⊆Rm,(Ω,F,P)
为概率空间.

解决二阶锥互补问题有许多的方法,如内点

法[1-2]、光滑化牛顿法[3-4]、光滑正则化方法[5]、优
值函数法[6]及近似梯度下降法[7]等.后3种方法

需要以二阶锥互补函数为基础.
特别地,若函数ϕ:Rl×Rl →Rl 满足下列条

件:ϕ(x,y)=0⇔x∈Kl,y∈Kl,<x,y>=0,则称

其为与x∈Kl(l≥1)有关的二阶锥互补函数[8].
常 见 的 二 阶 锥 互 补 函 数 为 向 量 值

Fischer-Burmeister(FB)函数,即ϕ(x,y)=x+y
-(x2+y2)1/2,∀x,y∈Rl(l≥1).

本文将引入期望残差最小化(ERM)方法[9]



来解决随机二阶锥线性互补问题,给出利用ERM
方法解决随机二阶锥线性互补问题的模型,即为

寻找向量x∈K 使得互补问题的期望残差最小:

min
x∈K

E[Φ(x,ω)2]

其中Φ:K×Ω→K 定义如下:

Φ(x,ω)=
ϕ(F1(x,ω),x1)

︙

ϕ(Fn(x,ω),xn)
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由互补问题产生多个相关的随机方程,期望残差

方法可以看作是最小二乘法的自然扩展.本文中,
以FB函数为例来求解随机二阶锥互补问题,即ϕ
为FB函数,ϕ(x,y)=x+y-(x2+y2)1/2.

1 预备知识

1.1 若尔当积

与标量乘法和矩阵乘法不同,若尔当积不具

有结合律,这也是研究SOCCP比较复杂的主要

原因.下面给出若尔当积的定义和常用性质[4,8].
定义1 对∀x=(x1 x2)∈R×Rn-1,y=

(y1 y2)∈R×Rn-1,定义若尔当积为

x·y= (xTy y1x2+x1y2)
通常将x2 表示为x·x,将x+y表示为相应分量

的和,即x2 =x·x,x+y=(x1+y1 x2+y2).
下面给出·、+与单位元e= (1 0 …

0)∈Rn 的一些基础性质:
性质1
(1)e·x=x,∀x∈Rn

(2)x·y=y·x,∀x,y∈Rn

(3)x·(x2·y)=x2·(x·y),∀x,y∈Rn

(4)(x+y)·z=x·z+y·z,∀x,y,z∈Rn

若尔当积与二阶锥可以通过以下常用的性质

联系起来.
性质2
(1)对∀x=(x1 x2)∈R×Rn-1,x的行列

式与迹可以定义为det(x)=x21- x2 2,tr(x)=
2x1.与 矩 阵 不 同,一 般 情 况 下,det(x·y)≠
det(x)det(y).当∃(m n)≠(0 0)∈R2,使得

mx2+ny2 =0时,det(x·y)=det(x)det(y).
(2)若det(x)≠0,则称向量x=(x1 x2)∈

R×Rn-1为可逆的,且∃y=(y1 y2)∈R×Rn-1,
使得x·y=e,称y为x的逆,记为x-1.计算公式

为x-1= 1
x21- x2 2(x1 -x2)=tr

(x)e-x
det(x) .由

上式显然可得,x∈intK 当且仅当x-1 ∈intK.
(3)若x∈K,则K 中存在一个向量,记之为

x1/2,满足(x1/2)2=x1/2·x1/2=x.计算公式为x1/2

= (s x2
2s),其中s= (x1+ x21- x2 2)/2.

若x2=0且s=0,则定义x2
2s

为零向量,即x=0.

(4)对∀x∈Rn,易证得x2∈K,因此存在唯

一的向量(x2)1/2 ∈K,记之为 x .显然,x2 =
x 2.

1.2 谱分解

谱分解的定义及本文 中 将 用 到 的 相 关 性

质[4,6]叙述如下.
定义2 ∀x=(x1 x2)∈R×Rn-1,x可分

解为x=λ1μ(1)+λ2μ(2),其中λ1、λ2和μ(1)、μ(2)分

别为x的谱值与谱向量,且由下列公式给出:

λi =x1+(-1)i x2 (1)

μ(i)=

1
2 1 

(-1)i x2

x2
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其中i=1,2,w为Rn-1中满足 w =1的任意向量.
若x2 ≠0,则x的谱分解形式唯一.
λ1、λ2 和μ(1)、μ(2)的一些有趣的性质总结如

下.
性质3 对∀x=(x1 x2)∈R×Rn-1,谱值

λ1、λ2 和谱向量μ(1)、μ(2)由式(1)、(2)给出,且有

如下性质:
(1)谱向量μ(1)与μ(2)在若尔当积下是正交

的,且长度为1/ 2,即μ(1)·μ(2)=0,μ(1) =

μ(2) =1/ 2.
(2)谱向量μ(1)与μ(2)在若尔当积下是幂等

的,即μ(i)·μ(i)=μ(i),i=1,2.
(3)谱值λ1与λ2是非负的(正的)当且仅当x

∈K(x∈intK).
(4)x的行列式、迹及欧式范数均可以由谱值

λ1 与λ2 表示:det(x)=λ1λ2,tr(x)=λ1 +λ2,

2x 2 =λ21+λ22.

2 解的存在性与收敛性

考虑下列问题:

min
x∈K

f(x)∶=∫Ω
Φ(x,ω)2ρ(ω)dω (3)
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其中ρ:Ω→R+ 为连续密度函数且满足

∫Ω
ρ(ω)dω=1

∫Ω
(M(ω)+ q(ω))2ρ(ω)dω< ∞

(4)

为了得到min
x∈K

E[Φ(x,ω)2]的解,必须研

究其中的由FB函数定义的目标函数.由函数

Φ(x,ω)的连续性可得,式(3)中f(x)是连续可

微的.

引理1 x∈K,则1
2

x2 ≤ x 2 ≤ x2 .

证明 因为x ∈K,x = (x1 x2)∈ R×
Rn-1,所以由谱分解的定义与性质可得,存在λi、

μ(i),i=1,2使得x=λ1μ(1)+λ2μ(2),x2 =λ21μ(1)

+λ22μ(2),x 2 = 1
2
(λ21+λ22),x2 2 = 1

2
(λ41+

λ42).所以,1
2

x2 ≤ x 2 ≤ x2 .

引理2 x∈K,y∈K,(x-y)2=x2+y2-
2x·y.

证明 ∀x=(x1 x2)∈K,y=(y1 y2)∈K,
由若尔当积的定义及性质可得

x-y=(x1-y1 x2-y2),

x2 =(xTx 2x1x2),

y2 =(yTy 2y1y2),

x·y=(xTy x1y2+y1x2),
(x-y)2 =((x-y)T(x-y) 

2(x1-y1)(x2-y2))
易得(x-y)2 =x2+y2-2x·y.

现在,将利用拟蒙特卡罗方法进行积分计算.
特别地,利用转换函数ω=μ(ω)将Ω上的积分转

化为单位立方体[0,1]n ⊆Rn 上的积分并在单位

立方体中产生变量{ωi,i=1,…,N}.从而,f(x)
可以表示如下:

 f(x)=∫Ω
Φ(x,ω)2ρ(ω)dω=

∫[0,1]n
Φ(x,μ(ω))2ρ(μ(ω))×

μ'(ω)dμ(ω)=

∫[0,1]n
Φ(x,μ(ω))2ρ(ω)d(ω) (5)

其中ρ(ω)=ρ(μ(ω))μ'(ω).为简便起见,在本文

以下部分设Ω = [0,1]n 并以ω 代替ω.
下面将着重研究式(3)的离散近似问题的性质.

定义

f(k)(x)∶=1Nk∑ωi∈Ωk

Φ(x,ωi)2ρ(ωi)+

1
Nk

Ψ0(max
i∈I
<x,F(x,ωi)>) (6)

Ψ0(t)= 14
(max{0,t})4

其中I={1,…,Nk},Ωk∶={ωi,i=1,…,Nk}是
由拟蒙特卡罗方法产生的变量集且满足Ωk⊂Ω,
当k→ ∞ 时Nk → ∞.

式(6)中,尾项[10] 1
Nk

Ψ0(max
i∈I
<x,F(x,ωi)>)

具有重要意义,是保证f(k)(x)水平集非空有界的

重要条件,在文献[6]中有详细证明.
由Φ(·,ω)的连续性可得,f(k)(x)为连续函

数.定义min
x∈K

f(x)的最优解集为S,min
x∈K

f(k)(x)的

最优解集为Sk,函数f的水平集为D(γ)∶={x∈
Rn|f(x)≤γ}.

定理1 设|<x,F(x,ω)>|≤M,M 为一正

的常数且对∀ω∈Ω,M(ω)与q(ω)不同时为0,
则对任意给定的x∈K,f(x)=lim

k→∞
f(k)(x).

证明

Φ(x,ω)= x+F(x,ω)-
[x2+F(x,ω)2]1/2 ≤
x+F(x,ω)+
[x2+F(x,ω)2]1/2

为简便公式,设a∶=x,b∶=F(x,ω),则由引

理可得

[a2+b2]1/2 ≤ a2+b2 1/2 ≤
(a2+b2-2a·b +
a2+b2+2a·b )1/2 =
[(a-b)2 + (a+b)2 ]1/2≤
(a-b)2 1/2+ (a+b)2 1/2≤

4
2(a-b + a+b )≤

2
4
2(a + b )

从而

Φ(x,ω)≤ a+b +2
4
2(a + b )≤

(2
4
2+1)(a + b )≤

5(a + b )=
5[x + M(ω)x+q(ω)]≤
5[x + M(ω) x + q(ω)+
q(ω) x + M(ω)]≤
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C(M(ω)+ q(ω))(x +1)
因为

<x,F(x,ω)><M,Ψ0(t)= 14
(max{0,t})4

所以,当Nk → ∞ 时

1
Nk

Ψ0(max
i∈I
<x,F(x,ωi)>)→0

由 式 (4), 且 对 任 意 确 定 的 x ∈ K,

Φ(x,ω)2ρ(·)是连续的,非负有界.因此,由数

列分布的收敛性分析可得,f(x)=lim
k→∞

f(k)(x).

注 随机二阶锥线性互补问题中<x,F(x,

ω)>=0,若|<x,F(x,ω)>|无界,则与原问题偏

离太大,所以题设条件|<x,F(x,ω)>|≤M 具有

其合理性.
引理3[6] 假设F(x,ω):R→R可微单调,且

存在x使得x∈intK,F(x,ω)∈intK,则对任意

的γ≥0,水平集D(γ)∶={x∈R|f(k)(x)≤γ}
非空有界.

定理2 设对 ∀ω∈Ω,M(ω)为半正定的,
且存在x使得x∈intK,F(x,ω)∈intK,则对任

意的γ≥0,水平集D(γ)∶={x∈R|f(k)(x)≤γ}
非空有界.

证明 因为对任意的ω∈Ω,M(ω)为半正

定的,F(x,ω)∶=M(ω)x+q(ω).
所以,∀x ∈K,y ∈K,<x-y,F(x,ω)-

F(y,ω)>= <x-y,M(ω)(x-y)>≥0.从而,

F(x,ω):R→R是单调可微的.
由引理3可得,对任意的γ≥0,水平集D(γ)

∶={x∈Rn|f(k)(x)≤γ}非空有界.
定理3 设对∀γ≥0,D(γ)∩K≠∅且对

任意的k,|<x(k),F(x(k),ω)>|≤M.取x(k)∈Sk,
则Sk 非空有界且所有聚点均在S 内.

证明 因为对∀γ≥0,D(γ)∩K≠∅且由

定理2可得,∀γ≥0,D(γ)非空有界,所以Sk 非

空有界.设x为{x(k)}的一个聚点,不妨设x(k)本

身收敛到x.取γ≥f(x).由f(x)的连续性可得,
当k充分大时,f(k)(x)≤γ,即对充分大的k,x(k)

∈D(γ).下面证明当k→ ∞ 时,|f(k)(x(k))-
f(k)(x)|→0.

易知,对 任 意 确 定 的 ω,Φ(x,ω)是 全 局

Lipschitz连 续 的[9],即 对 任 意 的 x,y ∈ Rn,

Φ(x,ω)-Φ(y,ω) ≤ L(ω)x-y . 其 中

L(ω)为与ω有关的正常数.易得,存在C1>0,使

得L(ω)≤C1(M(ω)+ q(ω)).
与定理1类似可证明,∃C0 >0,使得对 ∀γ

>0,Φ(x,ω)≤C0(M(ω)+ q(ω))(x +
1).由引理3可得,水平集D(γ)是闭且有界的,因
此可定义C2∶={maxx |x∈D(γ)}.从而,

  Φ(x,ω)2- Φ(y,ω)2 =
(Φ(x,ω)+ Φ(y,ω))

Φ(x,ω)- Φ(y,ω) ≤
C0C1(2+ x + y )
(M(ω)+ q(ω))2 x-y ≤
C(M(ω)+ q(ω))2 x-y

其中C∶=2C0C1(1+C2).
由对密度函数ρ的假设及题设条件可得

  f(k)(x(k))-f(k)(x)≤

1
Nk∑

Nk

i=1
Φ(x(k),ωi)2-

Φ(x,ωi)2 ρ(ωi)+2M
4

Nk
≤

1
Nk∑

Nk

i=1
C(M(ωi)+ q(ωi))2

ρ(ωi)x(k)-x +2M
4

Nk
≤

T x(k)-x +2M
4

Nk

其中 T 为 常 数,且 对 所 有 充 分 大 的 k,T ≥

1
Nk∑

Nk

i=1
C(M(ω)+ q(ω))2ρ(ωi).从而当k→

∞ 时,|f(k)(x(k))-f(k)(x)|→0.
又因为f(k)(x)→f(x),所以,当k→ ∞ 时,

f(k)(x(k))-f(x)≤ f(k)(x(k))-f(k)(x)+
f(k)(x)-f(x)→0

由定 义 可 得,对 任 意 的 x ∈ K,f(k)(x(k))≤
f(k)(x).所以,综上所述可得

f(x)=lim
k→∞

f(k)(x(k))≤lim
k→∞

f(k)(x)=f(x)

即证得{x(k)}的所有聚点均包含在S内.
注 若 ∃γ≥0,使得D(γ)∩K= ∅,则Sk

∩K= ∅,即目标函数无解.从而,定理的假设是

合理的.

3 结 语

FB函数是一类重要的二阶锥互补函数,本文

通过它将随机二阶锥线性互补问题转化为求解目

标函数的极小化问题.据了解,这是首次在二阶锥
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范围内利用期望残差最小化方法来解决随机线性

互补问题.本文对题设条件进行了合理假设并着

重证明了离散型目标函数解的存在性与收敛性.
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ERM methodforstochasticlinearcomplementarityproblemsolution
ofthesecond-ordercone

ZHANG Hong-wei*, JIA Hong, CHEN Shuang, PANG Li-ping

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Expectedresidualminimization(ERM)methodisintroducedtosolvethestochasticlinear
complementarityproblemofthesecond-ordercone.IthasbeentestifiedthatitisfeasibletouseERM
methodtosolvestochasticlinearcomplementarityprobleminnon-negativequadrant.Thismethodwill
beextendedtothesecond-ordercones.Tobeginwith,somebasicknowledgeandpropertiesofJordan
algebraandthespectralfactorizationofvectorsassociatedwiththesecond-orderconearepresented.
Then,throughthesecond-orderconecomplementarityfunction,thatisFBfunction,thestochastic
linearcomplementarityproblemofthesecond-orderconeistransformedtobeaminimizingproblem.
Therelationshipbetween x2 and x 2undertheJordanalgebrabasedonthebasicknowledgeis
proved.Furthermore,theexistenceandconvergenceofthesolutionsetofdiscreteobjectivefunction
areproved.Finally,aconclusionisdrawnthatitisfeasibletosolvethestochasticlinear
complementarityproblemofthesecond-orderconebyusingERMmethod.

Keywords:stochasticlinearcomplementarityproblemofthesecond-ordercone;expectedresidual
minimization(ERM)method;Jordanalgebra;spectralfactorization
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