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摘要:根据网格格点变量计算单元变量梯度是二阶空间精度格心型有限体积法梯度重构的

常用方法,该方法的关键是根据格点的邻接单元格心变量构造满足局部线性分布的格点变

量.采用加权最小二乘法进行格点变量重构,考虑实际格心变量的非线性分布,提出采用距离

反比加权体现不同位置单元对格点变量的影响程度差异;针对扰动或弯曲网格中的格点变量

重构出现极值的现象,采用了新的限制方法.采用高雷诺数边界层流动计算中常见的大长宽

比、扰动/弯曲网格进行测试,将提出的方法与通常采用的加权平均方法和拟拉普拉斯方法进

行对比.算例结果显示距离反比加权的最小二乘法重构精度较好,提出的限制方法避免了扰

动/弯曲网格上的格点变量出现极值.
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0 引 言

非结构混合网格便于对复杂几何外形的流场

进行自动化网格离散,并且便于实现网格自适应,

因 此 在 计 算 流 体 力 学 (computationalfluid
dynamic,CFD)中得到广泛应用.目前基于非结

构混合网格的CFD方法包括有限体积法(FV)、

间断伽辽金(DG)有限元法、有限谱体积法(SV)、

有限谱差分法(SD)、FV/DG混合算法以及将各

种方 法 统 一 在 一 个 框 架 内 的 CPR(correction

procedureviareconstruction)方法等[1].以上方

法在非结构网格的紧致高阶精度(高于二阶精度)

格式研究中各具特点.但是,目前非结构网格的高

阶精度格式还存在计算量、稳定性、曲边界处理等

方面的问题,因此应用最为广泛的方法仍然是基

于梯度重构的二阶空间精度有限体积法.
尽管有限体积法(此处及以下均指二阶空间

精度有限体积法)已经相对成熟,但是它对复杂

湍流、高超声速气动加热等问题的模拟仍然存在

困难.非结构网格的正交性难以保证,无法通过坐

标变换进行尺度的归一化,完全三角形/四面体

网格中存在极大长宽比的歪斜网格,以上因素导

致非结构网格上的二阶空间精度往往得不到保

证,进而导致复杂流动模拟中精度不能满足需要.
因此,非结构网格有限体积法的梯度重构仍然是

有重要意义的研究课题.
格 心 型 (cell-centered)与 格 点 型 (vertex-

centered)方法是有限体积法构造控制体的两种

方法.两种方法各有特点,优劣仍没有确定结

论[2-4].由于格心型方法直接采用网格单元作为控

制体,控制体外形较为简单,便于在流场边界大范

围变形导致的网格重构中实施守恒插值算法[5-6],

因此本文围绕格心型有限体积法进行研究.
有限体积法梯度构造的方法包括最小二乘

(leastsquares,LSQ) 法[7-8] 与 格 林 - 高 斯



(Green-Gauss,G-G)方法[9].其中LSQ法根据邻

接单元的格心变量构造最小二乘问题直接计算单

元梯度;G-G方法根据一定原则选定积分路径,然
后根据格林公式由边界积分得到单元梯度.G-G
方法通常选取单元的边作为积分路径[9],单元边

上的变量值由格点变量计算得到,而格点变量通

过格点邻接单元格心变量计算[10-13],从而引入了

格点变量重构问题.
得到广泛采用的格点变量重构方法有加权平

均(weightedaveraging,WA)方法[10]和拟拉普拉

斯(pseudo-Laplacian,PL)方法[11-13].前者实施简

便,在各向同性网格上精度良好;后者计算量略

大,但对于线性分布的变量可以获得精确的格点

变量值.文献[14]还提出采用LSQ法进行格点变

量重构.此外,针对边界格点邻接单元数量较少、

计算模板不足,导致计算可能不稳定的问题,文献

[15]在Frink等[10]的方法基础上引入了一种迭

代策略避免边界格点变量重构结果的振荡.
需要注意的是,PL方法在网格质量较差时,

计算得到的权值可能过大或过小,导致得到的格

点变量“过冲”,因此文献[11]提出进行权值的限

制,文献[2-4]中分析了权值限制对计算精度的影

响.本文作者研究发现文献[14]中的LSQ法也存

在类似的“过冲”问题,需要进行改进.
通过分析,针对格点变量重构计算,本文采用

距 离 反 比 加 权 的 最 小 二 乘 (weightedleast
squares,WLSQ)方法构造格点变量以便改善精

度;针对格点变量“过冲”问题,分析其原因,改进

对异常值的限制方法.
高雷诺数边界层流动计算中常见的大长宽

比、弯曲/扰动网格是有限体积法梯度重构精度下

降的常见情形.即使在无黏流动计算中,梯度重构

精度的下降也会导致对流项求解精度下降.文献

[2-4,14,16-17]针对此类网格上的梯度重构进行

了研究.因此,需要针对此类网格进行算例测试.
实际流动计算中的精度不仅受到梯度计算结果的

影响,还受到网格、梯度限制器、通量计算格式等

的综合影响,尤其是在对精度和分辨率最为关注

的含激波流场计算中更是如此.因此本文不考虑

实际流动的计算,仅在测试网格上对给定非线性

测试函数进行计算测试.

1 格心型有限体积法

1.1 控制方程及其离散

考虑无黏欧拉方程的梯度计算,控制方程形

式如下:

∂
∂t∭

Ω

QdV+∬
∂Ω

Fc(Q)·ndS=0 (1)

式中:Q为守恒变量,Fc(Q)为对流通量,n为积分

域表面法向,Ω 为空间积分域,∂Ω 为积分域边界.
对于格心型有限体积法,在每个单元内对式(1)

进行空间离散,得到第i个单元内的半离散方程

为

∂
∂t
(QV)i =- ∑

Nf

k=1
Fk·nkSk( )i (2)

式中:Fk、nk 和Sk 分别为第i个单元的第k个表面

的对流通量、外法向单位矢量和面积,Nf 为单元

表面个数,V 为单元体积.两侧单元在表面k处的

重构变量值形成物理量的间断,近似将其视为一

维Riemann问题,此时Fk 可以由通量差分分裂格

式计算得到:

Fk =0.5[F(Qik)+F(Qjk)-|A
􀮨
|(Qik -Qjk)]

(3)

式中:Qik 为第i个单元在第k个表面上的变量值,

A
􀮨

为对流通量的线性化近似Jacobian矩阵.当认

为各单元内的变量分布是与格心变量值相等的常

数分布时,流场进行分片常数近似,空间离散具有

一阶精度.为达到空间二阶精度,需要构造单元梯

度,单元格心值与梯度共同描述单元内变量的线

性分布,即对流场进行分片线性近似.此时第i个

单元的第k个表面中心点的变量值为

Qik =Qi+ϕik ÑQi·Δrik (4)

式中:ÑQi 是单元内的变量梯度,Δrik 是单元中心

到表面中心的矢径,ϕik 为梯度限制器的值.在

跨声速和超声速流动计算中,为了抑制激波附近

可 能 出 现 的 非 物 理 振 荡, 可 以 使 用

Venkatakrishnan[18] 限制器对梯度进行限制.本

文中不涉及梯度限制器的作用,因此令ϕik ≡1.

1.2 梯度重构方法

如前所述,有限体积法梯度重构有多种方法.
其中一类是采用单元到单元的LSQ法[7-8].即待
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求梯度的单元0与模板单元i构成式(5)所示线性

方程,所有模板单元对应的线性方程构成一个超

定方程组,采用最小二乘法求解该方程组可得单

元0的梯度ÑQ0.

Qi =Q0+ ÑQ0·Δr0i (5)

此类方法核心问题是模板单元的选取.例如,

图1中心单元(深色阴影)的梯度待求,模板单元

可以为共边单元(浅色阴影),即vonNeumann邻

居单元;也可以为共点单元(全部相邻单元),即

Moore邻居单元.

图1 VonNeumann与 Moore邻居单元

Fig.1 VonNeumannandMooreneighbourelements

在网格质量较差时,过少的模板单元可能导

致精度与稳定性下降;过多的模板单元增大了计

算量,若选取不当也不一定能够改善精度.因此模

板单元的选取直接影响梯度重构的精度[2-4]与计

算效率.此外,边界单元的梯度计算方法也得到了

专门研究[19-20].
另一类方法是本文关注的方法,首先计算单

元格点变量,然后用G-G方法计算单元梯度.该

方法的关键是格点变量的计算,其格心变量与格

点变量的关系如图2所示.中心单元(深色阴影)

的梯度待求,先由格心变量构造待求单元的格点

变量,再由格点变量构造待求单元梯度.

图2 基于格点变量的格林-高斯方法

Fig.2 Green-Gaussmethodbasedonvertexvariables

格点变量构造的 WA 方法表示为如下形

式[12]:

Qvertex0 =
∑
i
ωiQelement

i

∑
i
ωi

(6)

其中上标vertex表示格点变量,element表示格心

变量,i为与格点0相邻的单元,ωi 为权重.权重可

以是单元体积Vi,也可以是单元格心到格点的距

离倒数1/Δr0i ,亦或者是两者的乘积.
格点变量构造的PL方法针对式(7)所示方

程,求ωi 使对于线性函数ϕ 该方程恒等于0.

L(ϕ)0 =∑
N

i=1
ωi(ϕi-ϕ0) (7)

N 为格点0邻接的单元个数.定义ωi =1+

Δωi,以C=∑
N

i=1

(Δωi)2 作为目标函数,采用拉格

朗日乘子法求解得到Δωi,再计算权重ωi.网格的

空间坐标显然为线性分布函数,将格点与其邻接

单元格心的坐标代入式(7)进行求解可得到权重.
该方法即为PL方法[11-13],详细推导可参考相应

文献.
在网格质量不理想的情况下,PL方法的权重

可能远远偏离1,导致计算结果异常.为此文献

[11]建议将权重限制在(0,2),得到修正的拟拉普

拉斯(pseudo-Laplacian-clipping,PL-CLIP)方法.
但文献[2-4]通过算例表明权值受限制后计算精

度也下降.本文算例结果表明,若不进行修正,在

某些网格条件下将导致格点变量计算结果误差过

大.为此本文第2章介绍改进的权值限制准则与

限制方法,对比计算结果在第3章中详细讨论.

2 改进的格点变量重构方法

2.1 加权最小二乘重构

计算实践发现,格点变量重构的 WA方法精

度不理想;PL方法精度相对较好,但它并未考虑

不同模板单元距离相差较大、变量非线性变化的

情况.由于非结构网格的单元分布较为复杂,在某

一方向上可能出现近似于图3所示的情况,对所

有模板都进行逼近反而导致误差,需要优先对近

处的模板进行逼近.例如图3中的 ∂q
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
显然比
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2
更为准确地逼近了A 处的变量梯度.文献

[21]提出在PL方法的目标函数C中引入距离权

重,但是该方法采用文献[11]的权值修正后,计
算精度受到的不利影响比原始PL方法更大.

图3 多个模板的逼近

Fig.3 Approximationofmultiplestencils

本文提出采用距离反比加权的 WLSQ方法

进行格点变量计算.假设流场变量为局部线性分

布,格点到邻接单元格心的变量关系如下:

Qelementi =Qvertex0 + ÑQvertex0 ·Δr0i (8)

格点值为未知量,须加入到方程组.二维情况

下对格点与所有邻接单元(1~ N)建立上式,考
虑距离权重后构成线性方程组如下:

ω1 ω1Δx01 ω1Δy01
︙ ︙ ︙

ωN ωNΔx0N ωNΔy0N

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Q0
∂xQ0

∂yQ0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

ω1Q1
︙

ωNQN

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
(9)

其中ωn
i =1/Δrn

0i ,本文取n=1,2,3.当n=0
时等价于PL方法,n越大则距离近的模板单元对

格点变量的影响越大.最小二乘问题可以使用正

规化方法或正交化方法求解.本文只需要得到格

点上的Q0,不需要保留空间导数.
对于非结构网格(三角形、四面体),网格点数

量明显少于单元数量.上述 WLSQ方法对格点进

行最小二乘计算,不仅在计算中引入了 Moore邻

居单元的信息,而且相对于1.2节中单元到单元

的LSQ方法计算量更小.
2.2 限制方法

如第2.1节所述,文献[11]采用权值限制方

法避免格点变量构造结果异常,但也导致精度下

降.本文分析认为,异常值的出现是因为格点变量

重构时在邻接单元格心变量以外出现了新的极

值,原理如图4所示.图中构造格点O 的值需要

用到邻接三角形和四边形单元的格心变量.线性

重构构造了各个单元格心到目标格点的变量线性

关系.对于图中网格,当梯度不为0时,必然导致

格点变量值大于最大格心变量值或小于最小格心

变量值,即格点变量出现新的极值.当网格长宽比

较大时,格点O 可能距离单元格心很远,导致误

差很大.

图4 弯曲网格格点变量重构

Fig.4 Vertexvariablereconstructiononcurvedgrid

文献[11]建议的限制方法以权值大小为准

则,计算中权值大小由网格坐标代入式(7)推导得

到,与流场变量无关,因此根据权值大小不能确定

格点是否出现极值/异常值.因此,本文采用变量

值代替权值作为判断标准,认为符合以下任一条

件的格点变量需要进行权值限制修正:

qvertex0 >max(qelementi,i∈Neighbour(0))

qvertex0 <min(qelementi,i∈Neighbour(0))
(10)

其中变量q为标量,流动计算中可以是压力或密

度.确定需要修正的格点后,通过以下步骤避免异

常值.以正规化方法求解某一格点变量的最小二

乘问题为例,式(9)可以逐步写为

Ax=b⇒ATAx=ATb⇒x= (ATA)-1ATb (11)
令(ATA)-1AT =C,则有x=Cb.由于只需要

求得式(9)中的Q0,因此只需计算:

Q0 =∑
N

i=1
c1ibi =∑

N

i=1
c1iωiQi =∑

N

i=1
aiQi (12)

此处N 为C 矩阵的列数,也是格点邻接单元

的个数.修正得到最终的格点变量计算的权值ai

为

ai =

0; c1iωi<0

c1iωi

∑
j∈{j|c1jωj≥0}

c1jωj

; c1iωi≥0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(13)

后续计算中采用的 WLSQ方法全部应用了

本节介绍的限制方法.

3 算例与分析

考虑网格的大长宽比、弯曲和扰动,对如图5
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所示矩形域与弧形域网格进行测试.采用了四边

形网格和混合网格,其中混合网格是在四边形网

格基础上,随机地将其中一半四边形剖分为两个

三角形得到.图5(a)、(b)格点规则分布,图5(c)、

(d)对格点坐标进行了随机扰动,图5(e)、(f)、

(g)为格点规则分布的弯曲网格.矩形网格区域大

小为1×1,弧形网格内侧弧长为1,弧度为π/2.
网格剖分为纵向或径向101网格点,横向或周向

21网格点,第一层网格长宽比为6890,每层网格

厚度增长率为1.1.

(a)规则四边形网格
 

(b)规则混合网格
 

(c)扰动四边形网格
 

(d)扰动混合网格

(e)弯曲四边形网格
 

(f)弯曲混合网格
 
(g)弯曲随机三角形网格

图5 测试网格

Fig.5 Testgrids

矩形区域网格测试函数为(y+1)2,y由底边

指向上;弧形区域网格测试函数为d2,d由弧心出

发平行于弧边法向.限于篇幅仅给出部分网格的

计算结果.
图6给出了规则格点的矩形区域混合网格的

计算结果.矩形区域规则与扰动四边形网格的计

算结果与此类似,但误差变化更加规则,因此不专

门说明.观察图6结果可以看出,各种 WA方法

在网格厚度下降5个量级的情况下,误差下降了

近4个量级,而PL方法与 WLSQ方法的误差在

同样情况下下降了超过6个量级,同时最粗的网

格上后两类方法的误差比 WA方法低约2个量

级.本算例中,PL方法与不同权值的 WLSQ方法

结果差别不大;WA方法中,仅在最粗的网格上,

权重ω=V/r2的结果相对其他3种略好,整体计

算结果相当.本算例表明,PL方法与 WLSQ方法

比 WA方法的格点变量计算精度大约高一阶.

由图7可看到,在矩形区域扰动混合网格上,

PL方法与 WLSQ 方法的误差趋势接近,但是

PL-CLIP方法的误差变化趋势不稳定,局部出现

较大误差.可见,尽管网格形式相近,但是扰动后

的不规则格点坐标对计算结果造成了影响.按照

2.2节提出的异常值判断方法,该算例并不需要

进行格点变量修正或权值限制,因此 WLSQ方法

的结果并未出现误差变化的波动.本算例表明,

PL-CLIP方法在网格质量不理想的情况下计算

精度不稳定.
图8给出了弯曲混合网格的计算结果.可以

看到PL方法出现了极大误差,其最大误差相对

WLSQ方法要大一个量级;各种 WA方法的误差

随着网格缩小有下降趋势,但是在网格较粗时,误

差相对于 WLSQ方法要大一个量级.本算例表

明,WA方法在弯曲混合网格上的格点变量重构

精度不理想;而且受图4介绍的问题的影响,PL
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方法需要采用权值限制处理;WLSQ方法精度良

好.

图6 规则混合网格计算结果

Fig.6 Calculationresultsonregularhybridgrid

图7 扰动混合网格计算结果

Fig.7 Calculationresultsonperturbedhybridgrid

图8 弯曲混合网格计算结果

Fig.8 Calculationresultsoncurvedhybridgrid

图9是本文采用的 WLSQ方法与PL-CLIP
方法在图5(g)网格上计算结果的对比,WA方法

与PL方法不再参与比较.可以看到PL-CLIP方

法与 WLSQ方法均未出现误差的异常波动,同时

WLSQ方法误差较小,其中权重ω=1/r3 的计算

结果误差最小.须注意高次距离反比加权可能导

致最小二乘问题病态,进而导致误差,因此不能任

意增高权重阶次,此问题本文尚未细致研究.
另外观察到弯曲网格在网格厚度趋近于0

时,误差并未趋近于0,这是由于内侧弧形边界进

行分段线性近似导致的误差.

图9 弯曲随机三角形网格计算结果

Fig.9 Calculationresultsoncurvedrandom

triangulargrid

对弯曲随机三角形网格进行周向加密(径向

不变),分别加密2倍和4倍,其内侧边界误差变

化趋势如图10所示.可以看出随着周向网格加

密,误差同阶降低,证明图8、9中网格厚度降低后

误差收敛到确定值的现象是由于对曲边进行分段

线性近似导致的.

图10 内侧边界误差随周向单元个数变化

Fig.10 Variationofinnerboundaryerrorsand

circumferentialelements(CE)number

4 结 语

本文针对格心型有限体积法梯度重构过程中

的格点变量重构问题进行了研究.
首先,在参考相关文献研究结果后,分析了非

结构网格非正交和变量非线性变化的因素,提出

采用距离反比加权的最小二乘法进行格点变量重

构计算;针对弯曲网格等网格质量较差的情况,指

出格点变量“过冲”是由于格点相对于邻接单元出
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现了新的极值,在此基础上采用了一种简单有效

的权值限制方法.
针对实际问题中梯度计算最为困难的大长宽

比、扰动/弯曲网格,选取了7个网格长宽比极大

的测试网格进行算例测试,突出影响计算精度的

网格因素.结果表明,在规则网格上,加权平均方

法的精度比最小二乘法低大约一阶;权值限制的

修正拟拉普拉斯方法对网格质量较为敏感,而未

进行权值限制的拟拉普拉斯方法则在弯曲混合网

格上出现误差的大范围波动.相比之下,采用本文

权值限制方法的加权最小二乘法精度较好.
在弯曲网格上,随着内侧弧形边界上网格厚

度逐渐缩小,误差并不像矩形区域网格那样趋近

于机器精度0,而是收敛于一个确定值.分析认为

这一误差应当是曲边界被分段线性近似导致的.
通过对周向网格进行加密,发现误差收敛值相应

下降,证明分析结论合理.
下一步工作中,需要将本文方法应用于实际

问题的计算中考核其适用性;并与其他类型的梯

度重构方法进行对比,对计算效率、精度等问题得

出定量对比结果.
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Researchonvertexvariablesreconstruction
forcell-centeredfinitevolumemethod

ZHANG Fan*1,2, LIU Jun3, CHEN Biao-song1,2, ZHONG Wan-xie1,2

(1.DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China;

3.SchoolofAeronauticsandAstronautics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Acommonly-usedgradientreconstructionprocedureforthesecond-ordercell-centered
finitevolumemethodistocalculatetheelementgradientbyitsvertexvariables.Thekeyissueofthis
methodistoconstructthelocallinearlydistributedvertexvariablesbytheiradjacentelements'cell-
centeredvariables.Using weightedleastsquares methodforvertex variablesreconstruction,

consideringthefactthatthecell-centeredvariablesarenon-lineardistribution,inverselydistance
weightisappliedtoestimatethedifferentinfluencesoftheelementsinvariouspositions.Inorderto
dealwiththeover-estimationofvertexvariablesonperturbedorcurvedgrids,anewclippingmethod
isimplemented.Testcasesusehigh-aspect-ratio,perturbedorcurvedgridswhicharecommonly
appliedtotheboundarylayerflowsimulationswithhighReynoldsnumber.Thepresentedmethodis
comparedwithweightedaveragingmethodandpseudo-Laplacianmethod.Numericalresultsshowthat
betteraccuracyisattainedbypresentedinverselydistanceweightedleastsquaresmethod,andthe
over-estimationofvertexvariablesonperturbedorcurvedgridsiseliminatedbytheclippingmethod
suggestedhere.

Keywords:cell-centeredfinitevolume method;gradientreconstruction;vertexvariables;least
squaresmethod;clippingmethod;high-aspect-ratiogrid
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