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求解半光滑方程组的LM 方法收敛性分析
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摘要:Levenberg-Marquardt(LM)方法是一个经典并且有效的求解非线性方程组的方法,但
是目前的研究都是针对光滑方程组的.在这样的背景下,研究求解半光滑非线性方程组的

LM方法.构造了求解半光滑方程组的一个参数调整LM方法(S-PALM),其中LM参数在每

次迭代中是基于实际下降量和预测下降量的比值自动更新的.在水平有界的前提下,得到了

S-PALM方法的全局收敛性.在强BD正则性成立的条件下,得到S-PALM 方法的局部超线

性收敛速度.
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0 引 言

考虑如下的非线性方程组:

F(x)=0
其中F:Rn→Rn 是连续可微的函数(光滑函数).
定义效益函数

f(x)∶=12 F(x)2

那么

f(x)=JFT(x)F(x)

由于f(x)的最小值显然是0,求解非线性方程组

等价于求解如下的无约束优化问题:

min
x∈Rn

f(x)

对迭代点xk,定义

fk= f(xk), Bk=JFT(xk)JF(xk)

求 解 非 线 性 方 程 组 的 一 个 经 典 的 方 法 是

Levenberg-Marquardt(LM)方法[1-2].在第k次迭

代,LM方法通过如下的公式得到下降方向pk:

pk=-(Bk+μkI)-1 fk

其中μk>0,是 每 次 迭 代 中 不 断 更 新 的 参 数.

Levenberg-Marquardt方法是求解非线性方程组

的一个非常流行并且有效的方法,但是大部分研

究LM方法的相关文献都是考虑求解光滑的非

线性方程组[3-5],求解半光滑方程组的LM 方法

几乎没有研究.而半光滑方程组在优化领域中是

非常重要的,许多优化问题和优化方法都与半光

滑方程组的求解有关.因此,研究求解半光滑方程

组的LM方法具有一定的理论意义和应用价值.
用∂F(x)表 示 F 在x 处 的 广 义 雅 克 比

(Clarke[6]意义下的广义雅克比).称函数F 在x
处是半光滑的(定义见文献[7]),如果F 在x 处

是局 部 Lipschitz 的 并 且 对 任 意 的 h∈Rn,

lim
V∈∂F(x+th'),h'→h,t↓0

{Vh'}是存在的.在本文中,假设F

是一个半光滑函数.这时pk 的公式无法使用.令

∂Fk为F 在xk 处的广义雅克比,重新定义

fk=f(xk), Fk=F(xk), gk=VT
kFk, 

Bk=VT
kVk 其中Vk∈∂Fk

那么也许可以用如下的公式替代前面pk 的公式:

pk=-(Bk+μkI)-1gk



从而得到求解半光滑非线性方程组的LM 方法.
本文将考虑求解半光滑方程组的LM 方法的局

部和全局收敛性.

1 求解半光滑方程组的LM 方法

考虑函数f在xk 附近的二次近似函数

mk(p)=fk+gT
kp+12p

TBkp

对于方向pk,定义

ρk=fk-f(xk+pk)
mk(0)-mk(pk)

(1)

其中fk-f(xk+pk)称为第k次迭代的实际下降

量,mk(0)-mk(pk)为预测下降量.下面给出求解半

光滑方程组的LM方法———半光滑方程组参数调整

LM 方 法(parameter-adjustingLM methodfor

semismoothequations,简称S-PALM).
算法1(S-PALM) 给定x0∈Rn,μ0>0:

fork=0,1,2,…

  选取Vk∈∂F(xk),计算

pk=-(Bk+μkI)-1gk;

  利用式(1)计算ρk;

  if ρk<1/4

    μk+1=4μk;

  else

    if ρk>3/4

      μk+1=μk/2;

    else

      μk+1=μk;

    xk+1=xk+pk;

end(for).

2 全局收敛性

先给出半光滑函数的一个性质.

引理1[7] 若F:Rn→Rn 在x 处是半光滑的,

那么对任意的V∈∂F(x)有

F(x+p)-F(x)-Vp =O(p 2)

引理2[6] 若F:Rn→Rn 是 Lipschitz连续

的,那么F 的次微分∂F 这个集值映射是外半连

续的(也叫上半连续).

下面的引理给出了预测下降量的一个下界,

它在全局收敛性的证明中是一个关键.
引理3

mk(0)-mk(pk)≥12 gk min pk ,gk

Bk
[ ] (2)

证明 容易观察到(p,λ)=(pk,μk)满足下面

的关系式:

gk+Bkp+λp=0,0≤λ⊥ pk - p( )≥0

而此关系式正好是下述优化问题的KKT系统:

min mk(p)

s.t. p 2≤ pk
2

注意到mk(·)是凸函数,于是得到pk 是上述优

化问题的最优解.
采用文献[8]中定义的Cauchy步

pC
k=τk pk

gk

gk

其中

τk=
1; gT

kBkgk=0

min 1, gk
3

pk gT
kBkgk

[ ]; gT
kBkgk>0

ì

î

í

ïï

ïï

那么由文献[8]引理4.3可以得到下面的不等式:

mk(0)-mk(pC
k)≥12 gk min pk ,gk

Bk
[ ]

注意到 pC
k

2≤ pk
2,那么

mk(0)-mk(pk)≥mk(0)-mk(pC
k)

于是引理得证.

□
为了证明S-PALM的全局收敛性,需要下面

的假设条件.
假设1 设下面的水平集

L(x0)={x∈Rn:f(x)≤f(x0)}

是有界的,并且F在集合L(x0)上是半光滑的.

下面给出算法S-PALM的全局收敛性,即证

明算法生成的点列会收敛到效益函数f(x)的一

个稳定点.

定理1 若假设1成立且{xk}由算法1生

成,那么

lim
k→∞

gk =0 (3)

证明 用反证法证明.假设存在ε>0和一个
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正整数无穷序列N满足

gk ≥ε, ∀k∈N (4)

对于x∈L(x0),p∈Rn 和V∈∂F(x),定义

Ψ(x,p,V)=F(x)+Vp-F(x+p)

α(x,x',V)=dist(V,∂F(x'))

与

β1=max{F(x):x∈L(x0)};

β2=max{V :V∈∂F(x),x∈L(x0)};

β3=max{VTV :V∈∂F(x),x∈L(x0)}

由ρk 的定义(1)可得

ρk-1 = mk(pk)-f(xk+pk)
mk(0)-mk(pk)

下面要估计 ρk-1 的一个界.令V̂k 为Vk 在集合

∂F(xk+pk)上的投影,记为

V̂k=Proj∂F(xk+pk)(Vk)

由关系式

F(xk+pk)=Fk+V̂kpk+Ψ(xk,pk,V̂k)

可得

f(xk+pk)=12 F(xk+pk)2=

f(xk)+<Fk,V̂kpk+Ψ(xk,pk,V̂k)>+

1
2 V̂kpk+Ψ(xk,pk,V̂k)2=

mk(pk)+<Fk,(V̂k-Vk)pk>+

1
2p

T
k[V̂T

kV̂k-VT
kVk]pk+

<Fk,Ψ(xk,pk,V̂k)>+

<V̂kpk,Ψ(xk,pk,V̂k)>+

1
2 Ψ(xk,pk,V̂k)2

由上面的等式可得

mk(pk)-f(xk+pk)≤β1α(xk,xk+pk,Vk)×

pk +β3 pk
2+

β1 Ψ(xk,pk,V̂k)+

β2 pk ×

Ψ(xk,pk,V̂k)+

1
2 Ψ(xk,pk,V̂k)2 (5)

通过引理3的不等式(2)可得,对所有的k∈

N有

mk(0)-mk(pk)≥12 gk ×

min pk ,gk

Bk
[ ]≥

1
2εmin pk ,ε

β3[ ] (6)

由于集值映射∂F的外半连续性(引理2),对任意

的x∈L(x0)存在δx>0使得

∂F(x+p)⊂∂F(x)+ ε
40β1

B,∀ p ≤δx

其中B为Rn×n上的单位闭球.由于

L(x0)⊂ ∪
x∈L(x0)

B(x,δx)

其中

B(x,δx)={x'∈Rn:x'-x <δx}

可得{B(x,δx):x∈L(x0)}是集合L(x0)的一个开

覆盖.因为L(x0)是非空紧致的,由有限开覆盖定

理可得,存在集合L(x0)中有限个点(不妨记为

y1,…,yq)使得

L(x0)⊂∪
q

j=1
B(yj,δyj

)

令δ0=min{δyj
:j=1,…,q},那么对∀ p ≤δ0,

∀x∈L(x0)有

∂F(x+p)⊂∂F(x)+ ε
40β1

B (7)

注意到F在L(x0)上是半光滑的,由引理1可得

Ψ(x,p,V)= F(x)+Vp-F(x+p)=O(p 2)

由L(x0)的紧致性,通过同样的分析,结合F 在

L(x0)上是半光滑的,存在δ1>0使得对∀ p ≤

δ1,∀x∈L(x0)有

Ψ(x,p,V)
p ≤min ε

40β1
, ε
20p

é

ë
êê

ù

û
úú (8)

和

Ψ(x,p,V)≤ ε
40β2

(9)

由gk=VT
kFk 可得 gk ≤β1β2.由λmin(Bk+

μkI)≥μk 可 得, (Bk+μkI)-1 2=[λmin(Bk+

μkI)]-1≤[μk]-1,因此

pk = (Bk+μkI)-1gk ≤[μk]-1β1β2
令N 为N中第一个指标.考虑充分大的μ>μN 使

得对任意的k∈N,μk≥μ,都有pk=-(Bk+
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μkI)-1gk 充分小并且满足

pk ≤min ε
40β3

,δ0,δ1[ ]
那么由式(7)~(9)可得

α(xk,xk+pk,Vk)≤ ε
40β1

;

pk ≤ ε
40β3

;

Ψ(xk,pk,Vk)≤min ε
40β2

,εpk

40β1
,εpk

20
é

ë
êê

ù

û
úú

(10)

由式(5)和(10)可得

mk(pk)-f(xk+pk)≤18εpk

由式(6)可得,对pk,k∈N充分小有

ρk-1 =
mk(pk)-f(xk+pk)
mk(0)-mk(pk) ≤

1
8εpk

1
2εmin pk ,ε

β3[ ]
≤14

因此,ρk≥3/4.那么由算法1的结构,当k∈N,μk

≥μ,可得μk+1≤μk.
这样得到μk 增加的情况(变大4倍)只能在

μk<μ时发生.因此,得到

μk≤4μ,∀k∈N (11)

现在假设存在一个无穷序列K⊂N使得对任意的

k∈K都有ρk≥1/4.若k∈K,由式(2)可得

f(xk)-f(xk+1)≥14
[mk(0)-mk(pk)]≥

1
8εmin

[pk ,ε/β3]

由于假设f是下有界的,那么由上面的不等式可

得

lim
k∈K,k→∞

pk =0

这意味着μk→∞,k∈K,k→∞,但这与式(11)矛

盾.即那样的无穷序列 K是不存在的,所以当k
充分大时必有ρk<1/4.在这种情况下,μk 最终每

一次迭代都会增大4倍,于是μk→∞,这与式

(11)矛盾.因此,式(4)是不正确的,定理得证.□

3 局部收敛性

讨论在强BD正则条件下算法S-PALM 的

局部收敛速度.令X*表示半光滑方程组的解集.
首先给出如下的定义.

定义1(强BD正则性) 对于x*∈X*,称强

BD正则性在x*处成立,如果所有的V∈∂F(x*)

是非奇异的.
引理4 假设{xk}是算法1生成的点列,则

lim
k→∞

μk=0

证明 利用定理1证明中的分析,可以得到,

存在常数c>0使得当k充分大时有

ρk-1 ≤cpk

由算法的全局收敛性可知lim
k→∞

pk=0.于是,当k充

分大时总有ρk>3/4.所以,当k充分大时,总有

μk 是下降的(1/2倍的速度),所以lim
k→∞

μk=0.

□
引理5 若强BD正则性在x*处成立,那么

存在x*的邻域 N(x*)和常数C,使得对所有的

y∈N(x*)和任意的V∈∂F(y),有V 是非奇异的

且

V-1 ≤C
定理2 对于x*∈X*,假设强BD正则性

在x*处成立,那么算法1产生的点列{xk}在x*

的邻域内超线性收敛到x*.
证明 假设算法1在k=0时x0 是在x* 的

某个邻域内,那么由引理4和5

dist(xk+1,X*)= xk+1-x* = xk-x*+pk =

xk-x*-(VT
kVk+μkI)-1×

VT
kFk =
(VT

kVk+μkI)-1((VT
kVk+

μkI)(xk-x*)-VT
kFk)≤

(VT
kVk+μkI)-1 Vk ×

-Fk+Vk(xk-x*)+
(VT

kVk+μkI)-1 ×

μk(xk-x*)≤
(VT

kVk)-1 Vk ×

F(x*)-Fk-Vk(x*-xk)+

μk (VT
kVk)-1 xk-x* =

o(xk-x* )=o(dist(xk,X*))

□
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4 结论与展望

本文考虑了求解半光滑非线性方程组的一类

Levenberg-Marquardt方法.在水平有界的条件

下,证明了算法的全局收敛性.在强BD正则的条

件下,讨论了算法的局部超线性收敛速度.但是,

强BD正则的假设条件一般情况下不容易满足,

因此应该讨论在一个更弱的假设条件下算法的局

部收敛性.对于求解光滑非线性方程组,文献[3-

4]证明了在局部误差有界的条件下,LM 方法是

局部二次收敛的.则在局部误差有界的条件下,半

光滑的LM 方法是否也具有局部二次收敛速度

是值得研究的课题.
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ConvergenceanalysisofLM methodforsemismoothequations
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Abstract:Levenberg-Marquardt(LM)methodisaclassicalandveryefficientmethodforsolving

nonlinearequations.However,mostofthereferenceson LM methodconsideredthesmooth

equations.Basedonthisobservation,itisinterestingtostudytheLM methodforsemismooth

equations.Aparameter-adjustingLMmethodforsemismoothequations(S-PALM)isconstructedto

solvesemismoothnonlinearequations,inwhichtheparameterisupdatedbasedontheratiobetween

actualreductionandpredictedreduction.Underlevelboundedcondition,theglobalconvergenceofS-

PALMisproved.UnderstrongBDregularityassumption,thelocalsuperlinearconvergencerateofS-

PALMisestablished.

Keywords:semismoothequations;Levenberg-Marquardtmethod;globalconvergence;strongBD

regularity
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