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利用交替方向法求解H 权重最近相关系数矩阵问题
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摘要:由于计算H 权重的半正定矩阵锥投影比较困难,目前求解带有H 权重的最近相关系

数矩阵问题的方法很少且比较复杂.考虑用交替方向法求解该问题,每次迭代只需求解一个

有显式解的二次规划问题和一个不带权重的半正定矩阵锥投影,计算简单,易于实现.为提高

计算速度,还考虑了改进的交替方向法.此外,通过数值实验对交替方向法与现有方法进行了

比较,说明了交替方向法对解决带有H 权重的最近相关系数矩阵问题的有效性.
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0 引 言

相关系数矩阵在金融分析和风险管理中起着

至关重要的作用,它是对角线元素全为1的对称

半正定矩阵.由历史数据得到的相关系数矩阵往

往是不准确的.因此为了方便金融分析,就需要计

算出它的最邻近的相关系数矩阵.令Sn 表示n×

n阶实对称矩阵构成的空间,记Sn
+ 为Sn 中所有

的半正定矩阵构成的锥.在本文,一般 · 表示

Frobenius范数,即 · = <·,·>,<·,·>表

示两个矩阵的内积.令“”表示矩阵的 Hadamard
积,即(AB)ij=AijBij.在文献[1]中,作者研究了

如下 的 带 有 H 权 重 的 最 近 相 关 系 数 矩 阵

(HNCM)问题:

min 12 H(X-G)2

s.t Xii=1,i=1,…,n

X∈Sn
+

其中矩阵H∈Sn,为权重矩阵且其元素均为非负

的;G∈Sn,是已知矩阵.在 HNCM 问题中,当矩

阵H 的元素全为1时,问题就转变成了文献[1]

中的不加权重的最近相关系数矩阵(NCM)问题:

min 12 X-G 2

s.t Xii=1,i=1,…,n

X∈Sn
+

解决 NCM 问题的方法有很多[1-5].在以上方法

中,除了文献[3]中的非精确内点法,其余方法均

需要计算矩阵 X∈Sn 在闭凸锥Sn
+ 上的投影

ΠSn+
(X).这些方法之所以有效,主要是因为投影

ΠSn+
(X)的计算有显式的公式.注意到ΠSn+

(X)是

下面优化问题的最优解:

min 12 X-G 2

s.t. X∈Sn
+

对于 HNCM 问题,由于没有一个显式的公

式来计算在H 权重下X∈Sn 在Sn
+ 上的投影,记

为ΠH
Sn+
(X),所以用于解决NCM问题的方法不能

用于解决HNCM问题.其中ΠH
Sn+
(X)是下面问题

的最优解:

min 12 H(Y-X)2

s.t Y∈Sn
+

基于上述的原因,在解决 HNCM 问题时,需



要避免计算投影ΠH
Sn+
(X).为此,在文献[6]中,作

者研究了求解 HNCM 问题的增广拉格朗日方

法.增广拉格朗日方法每一次的迭代需要求解一

个无约束优化问题,作者用非精确的半光滑牛顿

法来求解该无约束优化问题.但是,该方法有两个

小的问题:第一,对其他领域的研究人员来说,求

解该问题的增广拉格朗日方法比较复杂,实现起

来有一定的难度;第二,无论从理论上还是数值实

验上都可以看出,文献[6]中的方法具有局部快速

收敛的特点,也就是说,当迭代进入最优解的附

近,算法会很快地收敛到最优解(通常是两三次迭

代).但是,如果初始点离最优解较远时,想要进入

最优解附近需要很多次迭代,该算法的迭代次数

会明显地增加.于是,如何快速地获得一个接近最

优解的初始点,是该算法的一个重要问题.
基于上述考虑,本文利用交替方向法(ADM)

来求解 HNCM 问题.首先,交替方向法形式非常

简单,本文中求解H 权重的最近相关系数矩阵问

题的交替方向法的每一次迭代中,要求解一个有

显式解的二次规划问题和计算一个半正定矩阵锥

投影,只需短短几行程序代码就可实现该算法,这

对其他领域的研究人员是非常重要的.其次,交替

方向法作为一阶算法,当迭代进入最优解的附近

时,收敛速度会非常缓慢,因此交替方向法要得到

一个高精度的近似最优解是非常消耗计算时间

的.但是,交替方向法的优点是,从任意点出发可

以较快地收敛到最优解的附近.因此,可以用交替

方向法为增广拉格朗日方法提供一个好的初始

点,然 后 利 用 文 献[6]中 的 方 法 快 速 地 得 到

HNCM问题的一个高精度的近似最优解.

1 经典的交替方向法

这一部分将运用经典的交替方向法来求解

HNCM问题.令IK(·)表示指示函数,即

IK(x)=
0; 当x∈K
+∞; 否则{

HNCM问题可以等价地写为

min 12 H(X-G)2+ISc
(X)+ISn+

(Y)

s.t. X-Y=0 (1)

其中Sc∶={X∈Sn|Xii=1,i=1,…,n}.问题(1)

的增广拉格朗日函数为

Lc(X,Y,Z)∶=12 H(X-G)2+ISc
(X)+

ISn+
(Y)+<Z,X-Y>+c

2 X-Y 2

(2)

其中c>0是罚参数,Z∈Sn 是拉格朗日乘子.运

用经典的交替方向法求解问题(1),在第k次迭代

需要计算

 

Xk+1=argmin
X

Lck
(X,Yk,Zk)

Yk+1=argmin
Y

Lck
(Xk+1,Y,Zk)

Zk+1=Zk+ck(Xk+1-Yk+1)

(3)

不难得到,求Xk+1有显式的解,而求Yk+1等价于

计算一个半正定矩阵锥的投影.具体来说,上述公

式等价于计算

 

Xk+1
ij =

H2
ijGij+ckYk

ij-Zk
ij

H2
ij+ck

;i≠j

1; i=j

ì

î

í

ïï

ïï

i,j=1,…,n

Yk+1=ΠSn+ Xk+1+1ck
Zkæ

è
ç

ö

ø
÷

Zk+1=Zk+ck(Xk+1-Yk+1)

(4)

下面将给出交替方向法的算法步骤和收敛性

定理.算法的终止准则如下:

max{Yk-Yk+1
∞,Zk-Zk+1

∞}≤ε (5)

其中ε>0为算法的精度.
算法1
步骤1 设c0>0且给定η>1.任取X0∈

Sn,设Y0∈Sn 和Z0∈Sn
+为初始迭代点.令k∶=

0.
步骤2 根据式(4)计算Xk+1、Yk+1和Zk+1.

令ck+1=ck 或者ck+1=ηck.
步骤3 如果式(5)成立,终止迭代;否则,令

k=k+1并返回步骤2.
下面的收敛性定理在许多文献中都可以查到.
定理1 设(Xk,Yk,Zk)是由算法1产生的序

列.则序列(Xk,Yk,Zk)收敛到问题(1)的 KKT
点.因此序列Xk 收敛到问题HNCM的最优解.

证明 参考文献[7]中的附录A.

□
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2 改进的交替方向法

利用文献[8]中改进的交替方向法来求解

HNCM问题.在经典的交替方向法中,假设第k
步迭代序列(Xk,Yk,Zk)已知,则由式(4)可以得

到第k+1步的迭代序列.在这里记该序列为

(Xk,Yk,Zk),然后按照下面的方法获取新的迭代

公式:

   

Xk+1=Xk

Yk+1=Yk-γα*
k (Yk-Yk)

Zk+1=Zk-γα*
k (Zk-Zk)

(6)

其中γ∈(0,2),而

α*
k =1-

<Yk-Yk,Zk-Zk>

ck Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2

(7)

由文献[9]可知改进的交替方向法比经典交替方

向法通常快17%.
下面给出改进的交替方向法及其收敛性证

明,依然采取式(5)为终止准则.
算法2
步骤1 设c0>0且给定η>1.任取X0∈

Sn,设Y0∈Sn 和Z0∈Sn
+为初始迭代点.设k∶=

0.
步骤2 根据式(4)计算Xk、Yk 和Zk.
步骤3 根据式(6)计算Xk+1、Yk+1和Zk+1.

令ck+1=ck 或者ck+1=ηck.
步骤4 如果式(5)成立,终止迭代;否则,由

k+1替代k并返回步骤2.
定理2 设(X*,Y*,Z*)是问题(1)的最优

解,序列(Xk,Yk,Zk)是由迭代公式(4)产生的,序

列(Xk+1,Yk+1,Zk+1)是由算法2产生的.则有

ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2≤

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

γ
2
(2-γ)(ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2)(8)

进而,可以得到

lim
k→∞
(ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2)=0 (9)

证明 根据(Xk,Yk,Zk)的定义,利用文献

[7]中附录A的证明方法可以得到下列结果:

  ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2≤

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

ck Xk-Yk 2-ck Yk-Yk 2 (10)

和

    <Yk-Yk,Zk-Zk>≥0 (11)

由式(6)可得

 ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2=

ck Yk-γα*
k (Yk-Yk)-Y* 2+

1
ck

Zk-γα*
k (Zk-Zk)-Z* 2=

(1-γα*
k )2(ck Yk-Y* 2+1ck

Zk-Z* 2)+

γ2(α*
k )2(ck Yk-Y* 2+1ck

Zk-Z* 2)+

γα*
k (1-γα*

k )[2ck(Yk-Y*)T(Yk-Y*)+

2
ck
(Zk-Z*)T(Zk-Z*)] (12)

注意到

xy=12
[x2+y2-(x-y)2];∀x,y (13)

因此

2ck(Yk-Y*)T(Yk-Y*)+2ck
(Zk-Z*)T×

(Zk-Z*)=

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2+

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

ck Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2æ

è
ç

ö

ø
÷

把上面的式子代入式(12),可以得到

 ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2=

(1-γα*
k )ck Yk-Y* 2+1ck

Zk-Z* 2æ

è
ç

ö

ø
÷+

γα*
k ck Yk-Y* 2+1ck

Zk-Z* 2æ

è
ç

ö

ø
÷-

γα*
k (1-γα*

k )ck Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2æ

è
ç

ö

ø
÷

利用式(10)和Zk 的定义可得
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ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2≤

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

γα*
k (2-γα*

k )ck Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2æ

è
ç

ö

ø
÷=

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

γ(2-γα*
k )(ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2-

<Yk-Yk,Zk-Zk>)
再次利用式(13)可以得到

Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2-<Yk-Yk,Zk-Zk>=

1
2 [ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2+

ck(Yk-Yk)- 1
ck

(Zk-Zk)
2

] (14)

根据式(7)和(11),易得

1
2≤α

*
k ≤1 (15)

于是

ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2≤

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

γ
2
(2-γ)[ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2+

ck(Yk-Yk)- 1
ck

(Zk-Zk)
2

]≤

ck Yk-Y* 2+1ck
Zk-Z* 2-

γ
2
(2-γ)ck Yk-Yk 2+1ck

Zk-Zk 2æ

è
ç

ö

ø
÷

这样式(8)就得到了证明,下面证明式(9).由式

(8)可知

ck Yk+1-Y* 2+1ck
Zk+1-Z* 2≤

ck Y0-Y* 2+1ck
Z0-Z* 2-

∑
k

i=0

γ
2
(2-γ)ck Yi-Yi 2+1ck

Zi-Zi 2æ

è
ç

ö

ø
÷

因此

 ∑
k

i=0

γ
2
(2-γ)(ck Yi-Yi 2+1ck

Zi-Zi 2)≤

ck Y0-Y* 2+1ck
Z0-Z* 2

所以对任意的k,可得

∑
k

i=0

γ
2
(2-γ)(ck Yi-Yi 2+1ck

Zi-Zi 2)

是有界的.由此可得

∑
k

i=0

γ
2
(2-γ)ck Yi-Yi 2+1ck

Zi-Zi 2æ

è
ç

ö

ø
÷≤∞

所以

lim
k→∞

ck Yk-Yk 2+1ck
Zk-Zk 2æ

è
ç

ö

ø
÷=0

□
基于上面的定理,可以得到下面的收敛定理.
定理3 设(Xk+1,Yk+1,Zk+1)由算法2产

生,其中 γ∈(0,2),且α*
k 由 式(7)给 出.则

(Xk+1,Yk+1,Zk+1)收敛到式(1)的KKT点.因此,

Xk收敛到HNCM的最优解.
证明 参照文献[8]中定理4.1的证明.

□

3 数值实验

本文用 MATLABR2012a编写算法程序.在

数值实验中,采用相同的初始点(X0=In,Y0=In,

Z0=In)和相同的参数c=15,γ=1.5,并且都采用

式(5)作为算法程序的终止准则.表1、2中的n表

示矩阵的阶数,即问题规模;t表示计算时间,K
表示迭代次数,T 表示算法精度.ADM 表示经典

的交替方向法;EADM 表示改进的交替方向法;

EADM-MEX表示结合了特征值分解加速的交替

方向法;ALDA表示增广拉格朗日方法;Hybrid
表示EADM与ALDA两种算法的结合,即首先

由交替方向法得到一个好的初始点,然后由增广

拉格朗日方法从该初始点出发得到一个高精度的

最优解.
例1[6,10] 矩阵G*是来自于网站RiskMetric.

com中的一个387阶的相关系数矩阵.对它进行

扰动,设G=(1-α)G*+αE,其中α∈(0,1).E 按

照如下方法生成:E=2.0*rand(n,n)-ones(n,

n),E=triu(E)+triu(E,1)',E=(E+E')/2;置

Gii=1,i=1,2,…,n,权重矩阵H 按照文献[6]中

的方法生成.
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例2[6] 设矩阵G在 MATLAB中按照如下

的方法生成:X=10.[-4:4/(n-1):0],G=

gallery('randcorr',n*X/sum(X)),G=(1-
α)×G+αE,其中α∈(0,1).E 按照如下方法生

成:E=2.0*rand(n,n)-ones(n,n),E=

triu(E)+triu(E,1)',E=(E+E')/2;置Gii=1,

i=1,2,…,n.权重矩阵H 按照文献[6]中的方法

生成.
例3 矩阵G来自于股票市场的真实数据,

并且已知数据G(1,6)=G(6,1)是不准确的,该

矩阵的特征值为-0.02、0.04、0.05、0.11、1.96、

3.86.

G=

1.00 0.98 0.94 0.92 -0.04 -0.10

0.98 1.00 0.95 0.92 -0.07 -0.06

0.94 0.95 1.00 0.95 -0.06 -0.05

0.92 0.92 0.95 1.00 -0.13 -0.12

-0.04 -0.07 -0.06 -0.13 1.00 0.98

-0.10 -0.06 -0.05 -0.12 0.98 1.00

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

H=

1 1 1 1 1 0.001

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0.001 1 1 1 1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

对上述3个算例进行数值实验,数值结果汇

集在表1~3中.下面对数值结果进行一些简要的

说明.
表1为算例1的数值实验结果,比较了ADM

和EADM 的计算效果.ADM 的程序非常简单,

只需要十几行程序代码就可实现.从数值实验结

果可以看出,两种方法都可以较快地得到一个中

等精度的近似最优解,而EADM在计算速度上相

对于经典的ADM有一定的提升.

表1 例1的数值实验结果(T=10-4)

Tab.1 NumericalexperimentalresultsofExample1

(T=10-4)

n
ADM EADM

K t/s K t/s

387 225 45.991 155 33.109

表2中列出的是两种方法分别求解算例2的

数值结果,算例2是一个随机产生的数值算例.表

中两种方法EADM 和EADM-MEX都是改进的

交替方向法(因此两种方法的迭代次数都是一样

的),唯一的区别是在计算半正定矩阵锥投影时用

的特征值分解不同,EADM 采用 MATLAB中自

带的eig函数,而EADM-MEX中特征值分解采

用的是分治算法(divide-and-conquer),速 度 更

快.如前文所述,求解 HNCM 问题的交替方向法

的主要计算量都消耗在矩阵的特征值分解上面.
从表2中可以看出,当采用更快的特征值分解方

法时,算法的计算时间会显著地减少.

表2 例2的数值实验结果(T=10-4)

Tab.2 NumericalexperimentalresultsofExample2

(T=10-4)

n α
EADM EADM-MEX

K t/s K t/s

100 0.05 104 1.134 104 0.516

300 0.05 88 8.470 88 3.935

500 0.05 56 20.627 56 6.544

表3通过求解一个小规模的数值算例比较了

增广拉格朗日方法与结合EADM 算法的增广拉

格朗日方法的数值结果.表3中的数据82+6表

示首先由交替方向法经过82次迭代得到一个好

的初始点,然后再由增广拉格朗日方法经过6次

迭代得到一个好的近似最优解.从数值结果可以

看出,与交替方向法结合后的增广拉格朗日方法

在速度上有明显的优势.

表3 例3的数值实验结果(T=10-8)

Tab.3 NumericalexperimentalresultsofExample3

(T=10-8)

算法 K R/10-9 t/s

Hybrid 82+6 9.45 0.015

ALDA 10 7.00 0.031

4 结 语

本文利用交替方向法求解带有 H 权重的最

近相关系数矩阵(HNCM)问题.对于优化领域外

的研究人员,该方法简单易懂,容易实现.另一方
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面,可以利用该方法得到一个好的初始点,然后结

合二阶方法得到 HNCM 问题的一个高精度的近

似最优解.
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ADMforH-weightednearestcorrelationmatrixproblem

GUO Lai-peng1, GU Jian*2, XIAO Xian-tao1

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofSciences,DalianOceanUniversity,Dalian116023,China)

Abstract:Therearefew methodsforsolvingH-weightednearestcorrelation matrix (HNCM)

problemintheliteratures.Themainreasonisthatitisdifficulttoobtainacomputableformulaforthe

projectionofamatrixontothepositivesemidefinitematrixconeundertheH-weight.Thealternating
directionmethod (ADM)isappliedforsolvingHNCM problems.Ateachiteration,aquadratic

programwithclosed-formsolutionandaprojectiononpositivesemidefinitematrixconewithout

weightarecalculated.Themethodisverysimpleandeasytobeimplemented.Tospeedupthe

calculation,amodifiedADMisalsostudied.Thenumericalresultsshowthatcomparedwiththe

existingmethodsADMisveryefficientforsolvingHNCMproblem.

Keywords:alternatingdirectionmethod;thenearestcorrelationmatrix;positivesemidefinitematrix

cone
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