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摘要:图族k-阶圈链Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
)是n个顶点的图,由k个圈Cs1

,Cs2
,…,Csk

通过使相邻两个圈Ci 和Ci+1(i=1,2,…,k-1)分别被路P2 的两个顶点点粘接而得到.通过

对图族k-阶圈链Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
)的 Hosoya指标进行研究,刻画出该类图族的

Hosoya指标取得最大值的图是Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1)).
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0 引 言

设图G=(V,E)是简单的连通无向图,且

V(G)和E(G)分别是它的顶点集和边集.对图G
的任意两条边e1 和e2,如果它们不相邻,则称它

们是相互独立的.一个边集E(G)的子集 M,如果

它的任意两条边都相互独立,则称它是图G 的一

个匹配集.用m(G)表示图G 的匹配集的个数,在
化学中m(G)也被称为Hosoya指标,此指标与化

学分子的许多物理和化学性质密切相关,如分子

的熔点、沸点等.图族k-阶圈链Q(Cs1
,P2,Cs2

,
…,P2,Csk

)是n个顶点的图,由k个圈Cs1
,Cs2
,

…,Csk
通过使相邻两个圈Ci 和Ci+1(si≥3,i=1,

2,…,k-1)分别被路P2 的两个顶点点粘接而得

到;图族Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
,P2,v,{Pl1

,

Pl2
})是由k-阶圈链Q(Cs1

,P2,Cs2
,…,P2,Csk

)的
圈Csk

的顶点ui(i=1,2,…,sk-1)处点粘接P2,

然后在P2 的另一个顶点v处同时点粘接两条路

Pl1
、Pl2

得到.本文通过对图族k-阶圈链Q(Cs1
,

P2,Cs2
,…,P2,Csk

)的 Hosoya指标进行研究,刻
画出该类图族的 Hosoya指标取得最大值时的

图.在本文中没有给出的术语、记号可参见文献

[1].

1 基本引理

引理1[1] 设图G1 和G2 是图G 的两个连通

分支,则有m(G)=m(G1)m(G2).
引理2[2] 设图G 是简单的连通图,对任意

的顶点u,v∈V(G)且u,v 在G 中相邻,则有

m(G)=m(G-uv)+m(G-u-v).

引理3[3] 设α=1+ 52
和β=

1- 5
2
,并且

F(n)和L(n)分别为Fibonacci数列和Lucas数

列(参见文献[4、5]),则有

(1)F(n)=α
n-βn

5
,L(n)=αn+βn;

(2)F(n)F(m)=15
(L(n+m)-(-1)nL(m

-n));
(3)L(n)F(m)=F(n+m)-(-1)mF(n-

m)=F(n+m)+(-1)nF(m-n);
(4)L(n)L(m)=L(n+m)+(-1)nL(m-

n).

2 主要结论

定理1 设图族Q(Cm,P2,Cn-m)是顶点数

为n 的2阶圈链,则有 m(Q(Cm,P2,Cn-m))≤



m(Q(C4,P2,Cn-4))成立,当且仅当 Q(Cm,P2,

Cn-m)≅Q(C4,P2,Cn-4).
证明 由 Hosoya指标的定义和引理1~3

得到

m(Q(Cm,P2,Cn-m))=
L(m)L(n-m)+F(m)F(n-m)=

L(n)+(-1)mL(n-2m)+15
(L(n)-

(-1)mL(n-2m))=
6
5L
(n)+(-1)m 45L

(n-2m)

由上式可知:当 m=4时,图族 Q(Cm,P2,

Cn-m)的Hosoya指标取得最大值,所以定理的结

论成立.
定理 2 设 图 族 Q(Cm,P2,Cn-m,P2,v,

{Pl1
,Pl2
})是圈上的顶点数为n的2阶圈链,则

有 m(Q(Cm,P2,Cn-m,P2,v,{Pl1
,Pl2

}))≤
m(Q(C4,P2,Cn-4,P2,v,{Pl1

,Pl2
}))成立,当且

仅当Q(Cm,P2,Cn-m,P2,v,{Pl1
,Pl2

})≅Q(C4,

P2,Cn-4,P2,v,{Pl1
,Pl2
}).

证明 由 Hosoya指标的定义和引理1~3
得到

 m(Q(Cm,P2,Cn-m,P2,v,{Pl1
,Pl2
}))=

L(m)[L(n-m)F(l1+l2)+F(n-m)×
F(l1)F(l2)]+F(m)[F(n-m)F(l1+l2)+
F(i+1)F(n-m-i-1)F(l1)F(l2)]=
F(l1+l2)[L(n)+(-1)mL(n-2m)]+
F(l1)F(l2)[F(n)+(-1)mF(n-2m)]+
1
5F
(l1+l2)[L(n)-(-1)mL(n-2m)]+

1
5F
(l1)F(l2)[F(i+1)L(n-i-1)-

(-1)mF(i+1)L(n-2m-i-1)]=
1
5
{F(l1+l2)[6L(n)+4(-1)mL(n-2m)]+

F(l1)F(l2)[6F(n)+4(-1)mF(n-2m)+
(-1)iF(n-2i-2)-(-1)iF(n-2m-
2i-2)]}

由上式可知:当m=4,i=0时,图族Q(Cm,

P2,Cn-m,P2,v,{Pl1
,Pl2

})的 Hosoya指标取得

最大值.
用a4,k、b4,k 分别表示k 个圈的Q(C4,P2,

C4,…,P2,C4)图和Q(C4,P2,C4,…,P2,C4,P2,

v,{P1,P3})图的 Hosoya指标,则有下列定理成

立.

定理3 设图 Q(C4,P2,C4,…,P2,C4)和
Q(C4,P2,C4,…,P2,C4,P2,v,{P1,P3})的顶点

数分别是4k和4k+3的k-阶圈链(参见图1),则
有

(1)a4,k=7a4,k-1+3b4,k-2;
(2)b4,k=3a4,k+2b4,k-1.

图1 k-阶圈链

Fig.1 k-thcircles

证明 由引理1、2及 Hosoya指标的定义易

证.
定理4 设图族Q(Cs1

,P2,Cs2
,…,P2,Csk

,

P2,v,{Pl1
,Pl2
})是圈的顶点数为n的k-阶圈链,

则有m(Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
,P2,v,{Pl1

,

Pl2
}))≤m(Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1),P2,v,

{Pl1
,Pl2

}))成立,当且仅当Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,

P2,Csk
,P2,v,{Pl1

,Pl2
})≅Q(C4,P2,C4,…,P2,

Cn-4(k-1),P2,v,{Pl1
,Pl2
}).

证明 (归纳法)证明方法和思路与下面的定

理5相似,易证.
定理5 设图族Q(Cs1

,P2,Cs2
,…,P2,Csk

)
是n 个 顶 点 的 k-阶 圈 链 (参 见 图 2),则 有

m(Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
))≤m(Q(C4,P2,

C4,…,P2,Cn-4(k-1)))成立,当且仅当Q(Cs1
,P2,

Cs2
,…,P2,Csk

)≅ Q (C4,P2,C4,…,P2,

Cn-4(k-1)).

图2 n个顶点的k-阶圈链

Fig.2 k-thcircleswithnvertexes

证明 (归纳法)当圈链的阶数为2时,由定

理1可知,结论成立.假设定理5的结论对圈链的

阶数小于k的自然数都成立.在图2的标记中,假
设l1-1≥1,l2-1≥1,那么当阶数为k 时,由
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Hosoya指标的定义及引理1~3和定理4得到

m(Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
))≤

a4,k-2[L(sk)L(s1+s2+…+sk-1-4(k-2))]+
b4,k-3[L(sk)F(s1+s2+…+sk-1-4(k-2))]+
a4,k-3[F(sk)L(s1+s2+…+sk-2-4(k-3))×
F(l1+l2)+F(sk)F(s1+s2+…+sk-2-
4(k-3))F(l1)F(l2)]+b4,k-4[F(l1+l2)F(sk)×
F(s1+s2+…+sk-2-4(k-3))+F(l1)F(l2)×
F(sk)F(s1+s2+…+sk-2-4(k-3)-1)]=
a4,k-2[L(s1+s2+…+sk-1+sk-4(k-2))+
(-1)skL(s1+s2+…+sk-1-sk-4(k-2))]+
1
5b4,k-3

[L(s1+s2+…+sk-1+sk-4(k-2)+

2)-L(s1+s2+…+sk-1+sk-4(k-2)-2)+
(-1)skL(s1+s2+…+sk-1-sk-4(k-2)+2)-
(-1)skL(s1+s2+…+sk-1-sk-4(k-2)-

2)]+15a4,k-3
{L(s1+s2+…+sk-2+sk+sk-1-

4(k-3))-(-1)sk-1L(s1+s2+…+sk-2+sk-
sk-1-4(k-3))-(-1)skL(s1+s2+…+sk-2-
sk+sk-1-4(k-3))+(-1)sk+sk-1L(s1+s2+…+
sk-2-sk-sk-1-4(k-3))+F(l1)F(l2)[L(s1+
s2+…+sk-2+sk-4(k-3))-(-1)skL(s1+

s2+…+sk-2-sk-4(k-3))]}+125b4,k-4
{L(s1+

s2+…+sk-2+sk+sk-1-4(k-3)+2)-L(s1+
s2+…+sk-2+sk+sk-1-4(k-3)-2)-
(-1)sk-1L(s1+s2+…+sk-2+sk-sk-1-
4(k-3)+2)+(-1)sk-1L(s1+s2+…+sk-2+
sk-sk-1-4(k-3)-2)-(-1)skL(s1+s2+…+
sk-2-sk+sk-1-4(k-3)+2)+(-1)skL(s1+
s2+…+sk-2-sk+sk-1-4(k-3)-2)+
(-1)sk+sk-1L(s1+s2+…+sk-2-sk-sk-1-
4(k-3)+2)-(-1)sk+sk-1L(s1+s2+…+sk-2-
sk-sk-1-4(k-3)-2)+5F(l1)F(l2)[L(s1+
s2+…+sk-2+sk-4(k-3)-1)-(-1)skL(s1+
s2+…+sk-2-sk-4(k-3)-1)]}

 m(Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1)))=
a4,k-1L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+
b4,k-2F(s1+s2+…+sk-4(k-1))=
a4,k-2[7L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+
3F(2)F(s1+s2+…+sk-4(k-1))]+
b4,k-3[3L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+

2F(2)F(s1+s2+…+sk-4(k-1))]=
1
5a4,k-2

[35L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+

3L(s1+s2+…+sk-4(k-1)+2)-3L(s1+

s2+…+sk-4(k-1)-2)]+15b4,k-3×

[15L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+2L(s1+
s2+…+sk-4(k-1)+2)-2L(s1+s2+…+
sk-4(k-1)-2)]

m(Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1)))-
m(Q(Cs1

,P2,Cs2
,…,P2,Csk

))≥
1
5a4,k-2

[35L(s1+s2+…+sk-4(k-1))+

3L(s1+s2+…+sk-4(k-1)+2)-3L(s1+
s2+…+sk-4(k-1)-2)-5L(s1+s2+…+
sk-1+sk-4(k-2))-5(-1)skL(s1+s2+…+

sk-1-sk-4(k-2))]+15b4,k-3
[15L(s1+

s2+…+sk-4(k-1))+2L(s1+s2+…+sk-
4(k-1)+2)-2L(s1+s2+…+sk-4(k-1)-
2)-L(s1+s2+…+sk-1+sk-4(k-2)+2)+
L(s1+s2+…+sk-1+sk-4(k-2)-2)-
(-1)skL(s1+s2+…+sk-1-sk-4(k-2)+2)+
(-1)skL(s1+s2+…+sk-1-sk-4(k-2)-

2)]-15a4,k-3
{L(s1+s2+…+sk-2+sk+sk-1-

4(k-3))-(-1)sk-1L(s1+s2+…+sk-2+sk-
sk-1-4(k-3))-(-1)skL(s1+s2+…+
sk-2-sk+sk-1-4(k-3))+(-1)sk+sk-1L(s1+
s2+…+sk-2-sk-sk-1-4(k-3))+F(l1)×
F(l2)[L(s1+s2+…+sk-2+sk-4(k-3))-
(-1)skL(s1+s2+…+sk-2-sk-4(k-3))]}-
1
25b4,k-4

{L(s1+s2+…+sk-2+sk+sk-1-4(k-

3)+2)-L(s1+s2+…+sk-2+sk+sk-1-4(k-
3)-2)-(-1)sk-1L(s1+s2+…+sk-2+sk-
sk-1-4(k-3)+2)+(-1)sk-1L(s1+s2+…+
sk-2+sk-sk-1-4(k-3)-2)-(-1)skL(s1+
s2+…+sk-2-sk+sk-1-4(k-3)+2)+
(-1)skL(s1+s2+…+sk-2-sk+sk-1-4(k-
3)-2)+(-1)sk+sk-1L(s1+s2+…+sk-2-sk-
sk-1-4(k-3)+2)-(-1)sk+sk-1L(s1+s2+…+
sk-2-sk-sk-1-4(k-3)-2)+5F(l1)F(l2)×
[L(s1+s2+…+sk-2+sk-4(k-3)-1)-
(-1)skL(s1+s2+…+sk-2-sk-4(k-3)-1)]}

956 第6期 任胜章等:k-阶圈链Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
)Hosoya指标最大值



由图2的标记方法及假设可知l1+l2=sk-1,

l1≥2,l2≥2,si≥3(i=1,2,…,k),所以

 m(Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1)))-
m(Q(Cs1

,P2,Cs2
,…,P2,Csk

))≥
1
5a4,k-3

[292L(s1+s2+…+sk-2-4k+12)+

30L(s1+s2+…+sk-2-4k+14)-30L(s1+
s2+…+sk-2-4k+10)-36L(s1+s2+…+
sk-2-4k+16)-34L(s1+s2+…+sk-2-4k+
8)-3L(s1+s2+…+sk-2-4k+18)+3L(s1+
s2+…+sk-2-4k+6)-L(s1+s2+…+sk-2-
4k+20)-L(s1+s2+…+sk-2-4k+4)]+
1
25b4,k-4

[675L(s1+s2+…+sk-2-4k+12)+

77L(s1+s2+…+sk-2-4k+14)-77L(s1+
s2+…+sk-2-4k+10)-75L(s1+s2+…+
sk-2-4k+16)-75L(s1+s2+…+sk-2-4k+
8)-9L(s1+s2+…+sk-2-4k+18)+9L(s1+
s2+…+sk-2-4k+6)-L(s1+s2+…+sk-2-
4k+22)+L(s1+s2+…+sk-2-4k+2)-
5L(s1+s2+…+sk-2-4k+15)+5L(s1+
s2+…+sk-2-4k+7)]=
1
5a4,k-3

[21L(s1+s2+…+sk-2-4k+9)+

11L(s1+s2+…+sk-2-4k+8)+3L(s1+
s2+…+sk-2-4k+5)+2L(s1+s2+…+

sk-2-4k+4)]+125b4,k-4
[55L(s1+s2+…+

sk-2-4k+9)+31L(s1+s2+…+sk-2-4k+

8)+5L(s1+s2+…+sk-2-4k+7)+9L(s1+
s2+…+sk-2-4k+6)+L(s1+s2+…+
sk-2-4k+2)]≥0

由上面两个证明过程可知,当k取遍所有大

于1的自然数时,结论都成立.

3 结 语

本文以定理4的形式刻画出了k-阶圈链图族

Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
,P2,v,{Pl1

,Pl2
})的

Hosoya指标取得最大值时的图,并在定理4的基

础上刻画出了k-阶圈链图族Q(Cs1
,P2,Cs2

,…,

P2,Csk
)的 Hosoya指标取得最大值时的图是

Q(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1)).
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ThelargestHosoyaindexofk-thQ(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
)graphs
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2.SchoolofMathematics,LanzhouUniversity,Lanzhou730000,China)

Abstract:Letthek-thQ(Cs1
,P2,Cs2

,…,P2,Csk
)graphswithnvertexesbeobtainedfromk

circlesCs1
,Cs2

,…,CskbystickingtwovertexesofadjacentcirclesCiandCi+1(i=1,2,…,k-1)with
pathP2.ItisshownthatthegraphachievingthelargestboundofHosoyaindexofthek-thQ(Cs1

,

P2,Cs2
,…,P2,Csk

)graphsisQ(C4,P2,C4,…,P2,Cn-4(k-1))graphbyresearchingintothe
Hosoyaindexesofthosegraphs.
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