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摘要:基于哈密顿体系,提出了一种分析含弱界面弹性材料断裂问题的辛方法.通过引入对

偶变量,建立基本问题的哈密顿体系.在该体系下,问题的解可被辛本征解的级数形式所表

示.利用辛本征解之间的辛共轭正交关系,以及裂纹面条件、弱界面条件和结构外边界条件,

可确定辛本征解级数的待定系数,从而得到问题的解.这样,可以获得Ⅰ型和Ⅱ型广义应力强

度因子解析表达式.数值结果揭示了各种边界条件对应力强度因子的影响,同时也表明该方

法对复杂的混合边界条件问题更有效.
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0 引 言

随着科学技术的发展,层状复合材料以其优

良的力学性能被广泛应用于土木、机械、航空航天

以及电子工程领域中.该类材料通常由一种或多

种材料通过黏合等方式构成,在使用中易产生界

面裂纹,从而影响结构的整体性能以及寿命.目
前,针对层状复合材料界面断裂的研究多集中于

强连接界面情况,即假定材料界面位移和应力连

续.然而,由于制造技术等原因,各层材料间界面

往往达不到强连接的黏结强度.此外,对某些复合

材料结构层裂的修复也不能作为强连接问题.因
此,考虑具有弱连接界面的断裂问题具有重要的

实际意义.
目前对弱界面问题研 究 中 多 采 用 弹 簧 模

型[1-5],即界面上的应力连续、位移间断,并且应力

与间断位移间存在比例关系.Zhong等[1]和 Li
等[3]使用傅里叶变换及奇异积分方程分析了垂直

于弱连接界面的Ⅰ型深埋裂纹问题和平行于弱连

接界面的Ⅲ型裂纹问题.Chen等[2]采用状态空间

法给出了简支状态下弱连接压电层合板自由振动

的精确解.Wang等[6]利用边界元法讨论了具有

弱连接界面的Ⅲ型裂纹问题.薛雁等[7]研究了具

有弱连接界面的压电夹层结构在反平面变形情况

下的端部效应.从上述文献可以看出,现有关于弱

连接界面断裂问题的文献非常有限,针对裂纹修

复问题甚至尚未提及.因此,对该类界面裂纹及其

修复效果的评估研究是必要的.
Zhong针对弹性力学问题首次提出哈密顿体

系下的辛方法[8],突破传统拉格朗日求解体系的

限制,将问题在哈密顿体系下进行研究,并形成比

较完整的求解方法.后来此方法被推广到许多其

他研究方向[9-11].本文将哈密顿体系辛方法拓广

到弱界面断裂问题中,在哈密顿体系下,利用对偶

变量构造基本控制方程,将问题归结为本征值和

本征解问题,直接得到界面裂纹的应力强度因子,
以评估含裂纹结构的安全性.

1 基本问题

考虑两种弹性材料,其界面含一裂纹,如图1
所示.两种材料的弹性模量和泊松比分别记为E1

和υ1 与E2 和υ2,它们的区域分别为Ω1 与Ω2,区
域对应的外边界分别为∂Ω1 与∂Ω2.采用极坐标系



(r,θ),原点在裂纹尖端处,且θ=±π为裂纹界面

(OB 和OC),θ=0为材料连接界面(OA),裂纹长

度为a,如图1所示.设u(i)
r 和u(i)

θ 分别为Ωi(i=
1,2)区域内两个方向的位移,所对应的应力和应

变分别为σ(i)r 、σ(i)θ 、σ(i)rθ 和ε(i)
r 、ε(i)θ 、ε(i)rθ .材料连接界

面(θ=0)处的边界条件为[1-5]

σ(1)θ θ=0=σ(2)θ θ=0=k1(r)(u(1)
θ θ=0-u(2)

θ θ=0)

σ(1)rθ θ=0=σ(2)rθ θ=0=k2(r)(u(1)
r θ=0-u(2)

r θ=0)
(1)

其中k1(r)与k2(r)分别为连接界面的法向与切

向界面参数.裂纹面(θ=±π)处的边界条件为[1-5]

σ(1)θ θ=π=σ(2)θ θ=-π=-k3(r)(u(1)
θ θ=π-u(2)

θ θ=-π)

σ(1)rθ θ=π=σ(2)rθ θ=-π=-k4(r)(u(1)
r θ=π-u(2)

r θ=-π)
(2)

其中k3(r)与k4(r)分别为裂纹面的法向与切向

界面参数.这里需要特别指出,k1(r)=k2(r)=∞
表示界面强连接情况;k3(r)=k4(r)=0表示自由

裂纹面情况,即裂纹未做修复处理情况,k3(r)=
k4(r)≠0表示裂纹面被黏结修复,等效为弱连

接.

图1 含边裂纹区域

Fig.1 Anedge-crackeddomain

外边界条件可归结为位移条件和应力条件,
它们分别可以表示为

u(i)
r ∂Ω(1)i =u

(i)
r ,u(i)

θ ∂Ω(1)i =u
(i)
θ ;i=1,2 (3)

σ(i)r ∂Ω(2)i =σ
(i)
r ,σ(i)rθ ∂Ω(2)i =σ

(i)
rθ ;i=1,2 (4)

其中∂Ω(1)
i 与∂Ω(2)

i 分别为区域i的位移边界和应

力边界;u(i)
r 与u(i)

θ 为给定位移;σ(i)r 与σ(i)
rθ 为给定应

力.在平面应力下,本构关系和几何关系分别可描

述为

 

σ(i)r =[Ei/(1-υ2i)](ε(i)r +υiε(i)
θ )

σ(i)θ =[Ei/(1-υ2i)](ε(i)θ +υiε(i)
r )

σ(i)rθ =[Ei/(1+υi)]ε(i)rθ

(5)

 

ε(i)r =∂ru(i)
r

ε(i)θ =(u(i)
r +∂θu(i)

θ )/r
ε(i)rθ =[(∂θu(i)

r -u(i)
θ )/r+∂ru(i)

θ ]/2

(6)

其中∂r≡∂/∂r,∂θ≡∂/∂θ.

2 问题的哈密顿体系描述

为了导入哈密顿体系,引入广义坐标ξ=

lnr,记∂ξ≡r∂r.将ξ模拟为“时间”,并定义f
.
=

∂ξf,引入势能密度函数U(i)=12
[σ(i)rε(i)

r +σ(i)θε(i)
θ +

2σ(i)rθε(i)
rθ ],拉格朗日密度函数可以表示为

 L(i)=rU(i)-ru(i)
r f(i)

r -ru(i)
θ f(i)

θ =
[Ei/(1-υ2i)]{[u ·(i)r ]2+[u(i)

r +∂θu(i)
θ ]2+

2υi[u(i)
r +∂θu(i)

θ ]u ·(i)r +[(1-υi)/2]×
[∂θu(i)

r +u ·(i)θ -u(i)
θ ]2}/2-ru(i)

r f(i)
r -

ru(i)
θ f(i)

θ (7)

这里f(i)
r 和f(i)

θ 为体力.
记位移变量q(i)=(u(i)

r  u(i)
θ )T,则对偶变量

可以表示为p(i)=∂L(i)/∂q ·(i)=(rσ(i)r  rσ(i)rθ )T=
(s(i)r s(i)

rθ )T.引入哈密顿函数 H(i)=(p(i))Tq ·(i)-

L(i),利用哈密顿变分原理可以得到哈密顿对偶方

程:

Ψ
 · (i)=

q 
·(i)

p 
·(i)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

δH(i)/δp(i)

-δH(i)/δq(i)

æ

è
ç

ö

ø
÷=H(i)Ψ(i)+f(i)

(8)

式 中:H(i)=

-υi -υi∂θ
1-υ2i
E 0

-∂θ 1 0 2(1+υi)
Ei

Ei Ei∂θ υi -∂θ
-Ei∂θ -Ei∂2θ -υi∂θ -1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

为哈密顿算子矩阵;Ψ(i)=(u(i)
r  u(i)

θ  s(i)r  s(i)rθ )T

和f(i)=(0 0 rf(i)
r  rf(i)

θ )T 分别为对偶向量

和体力向量.
哈密顿体系下材料连接界面(θ=0)处的边界

条件如下[4]:

 
s(1)θ θ=0=s(2)θ θ=0=k1[u(1)

θ θ=0-u(2)
θ θ=0]

s(1)rθ θ=0=s(2)rθ θ=0=k2[u(1)
r θ=0-u(2)

r θ=0]
(9)

其中sθ=rσθ,k1 与k2 分别为连接界面的法向与

切向界面参数.裂纹面(θ=±π)处的边界条件如

下[4]:
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s(1)θ θ=π=s(2)θ θ=-π=-k3[u(1)
θ θ=π-u(2)

θ θ=-π]

s(1)rθ θ=π=s(2)rθ θ=-π=-k4[u(1)
r θ=π-u(2)

r θ=-π]
(10)

这里k3 与k4 分别为裂纹面的法向与切向界

面参数.

3 辛本征解和辛共轭正交关系

不考虑体力,哈密顿方程式(8)可改写为

Ψ
 · (i)=H(i)Ψ(i);i=1,2 (11)

采用广义分离变量法

Ψ(i)(ξ,θ)=ψ
(i)(θ)eμξ (12)

则有

H(i)ψ(i)
m =μmψ(i)

m (13)
由文献[8]可知本征解形式如下:

ψ(i)=

A(i)
1α(i)11cos[(1+μ)θ]+A(i)

2α(i)12sin[(1+μ)θ]+

A(i)
3α(i)13cos[(1-μ)θ]+A(i)

4α(i)14sin[(1-μ)θ]

A(i)
1α(i)21sin[(1+μ)θ]+A(i)

2α(i)22cos[(1+μ)θ]+

A(i)
3α(i)23sin[(1-μ)θ]+A(i)

4α(i)24cos[(1-μ)θ]

A(i)
1α(i)31cos[(1+μ)θ]+A(i)

2α(i)32sin[(1+μ)θ]+

A(i)
3α(i)33cos[(1-μ)θ]+A(i)

4α(i)34sin[(1-μ)θ]

A(i)
1α(i)41sin[(1+μ)θ]+A(i)

2α(i)42cos[(1+μ)θ]+

A(i)
3α(i)43sin[(1-μ)θ]+A(i)

4α(i)44cos[(1-μ)θ]

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(14)
式中:α(i)

11=α(i)
12=α(i)

13=-α(i)
21=α(i)

22=α(i)
24=1,α(i)

14=

β
(i)
3/β

(i)
2 ,α(i)

23=-β
(i)
2/β

(i)
3 ,α(i)

31=α(i)
32=-α(i)

41=α(i)
42

=Eiμ/β
(i)
1 ,α(i)

33=Eiμ(3-μ)/β
(i)
3 ,α(i)

34=Eiμ(3-

μ)/β
(i)
2 ,α(i)

43=Eiμ(1-μ)/β
(i)
3 ,α(i)

44 =-Eiμ(1-

μ)/β
(i)
2 ,β

(i)
1 =1+υi,β

(i)
2 =(3-υi)+(1+υi)μ,

β
(i)
3 =(3-υi)-(1+υi)μ.

可见本征解(14)中含有8个未知数,由方程

(9)可得

K(1)
11φ(1)=K(2)

12φ(2) (15)
其中

K(1)
11 =

-1
β
(1)
1

0 1+μ
β
(1)
3

0

0 1
β
(1)
1

0 μ-1
β
(1)
2

-μ
β
(1)
1

-k1
E1

(1+μ)μ
β
(1)
3

-k1
E1

-k2
E1

μ
β
(1)
1

-k2
E1

(μ-1)μ
β
(1)
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,

φ(1)=

A(1)
1

A(1)
2

A(1)
3

A(1)
4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

K(2)
12 =

-E2

E1β
(2)
1

0 E2(1+μ)
E1β

(2)
3

0

0 E2

E1β
(2)
1

0 E2(μ-1)
E1β

(2)
2

0 -k1
E1

0 -k1
E1

-k2
E1

0 -k2
E1

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,

φ(2)=

A(2)
1

A(2)
2

A(2)
3

A(2)
4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

则有φ(2)=(Κ(2)
12 )-1K(1)

11φ(1),本征解(14)中仅含

有4个独立的未知数.
将式(14)代入裂纹面条件(10),可得

K(1)
21φ(1)=K(2)

22φ(2) (16)
其中

K(1)
21 =

cos(μπ)
β
(1)
1

sin(μπ)
β
(1)
1

-(1+μ)cos(μπ)
β
(1)
3

(1+μ)sin(μπ)
β
(1)
2

sin(μπ)
β
(1)
1

-cos(μπ)
β
(1)
1

(1-μ)sin(μπ)
β
(1)
3

(1-μ)cos(μπ)
β
(1)
2

k3sin(μπ)
E1

-k3cos(μπ)
E1

-k3sin(μπ)
E1

β
(1)
2

β
(1)
3

-k3cos(μπ)
E1

-k4cos(μπ)
E1

-k4sin(μπ)
E1

-k4cos(μπ)
E1

k4sin(μπ)
E1

β
(1)
3

β
(1)
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

+

0 0 0 0
0 0 0 0

μcos(μπ)
β
(1)
1

μsin(μπ)
β
(1)
1

-μ(1+μ)cos(μπ)
β
(1)
3

μ(1+μ)sin(μπ)
β
(1)
2

μsin(μπ)
β
(1)
1

-μcos(μπ)
β
(1)
1

μ(1-μ)sin(μπ)
β
(1)
3

μ(1-μ)cos(μπ)
β
(1)
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,

K(2)
22 =

E2cos(μπ)
E1β

(2)
1

-E2sin(μπ)
E1β

(2)
1

-E2(1+μ)cos(μπ)
E1β

(2)
3

-E2(1+μ)sin(μπ)
E1β

(2)
2

-E2sin(μπ)
E1β

(2)
1

-E2cos(μπ)
E1β

(2)
1

-E2(1-μ)sin(μπ)
E1β

(2)
3

E2(1-μ)cos(μπ)
E1β

(2)
2

-k3sin(μπ)
E1

-k3cos(μπ)
E1

k3sin(μπ)
E1

β
(2)
2

β
(2)
3

-k3cos(μπ)
E1

-k4cos(μπ)
E1

k4sin(μπ)
E1

-k4cos(μπ)
E1

-k4sin(μπ)
E1

β
(2)
3

β
(2)
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

由式(15)和(16)可得

Kφ(1)=0 (17)
其中K=K(1)

21 -K(2)
22 (K(2)

12 )-1K(1)
11 .若φ(1)存在非零
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解,则式(17)的系数行列式必为0,即

K =0 (18)
当区域Ω1 与区域Ω2 材料相同时,即E=E1=
E2,υ=υ1=υ2 时,上式可化简为

 [-4Eμcos(μπ)(k1+k3)+sin(μπ)×
(E2μ2-16k1k3)][-4Eμcos(μπ)(k2+k4)+
sin(μπ)(E2μ2-16k2k4)]μ2sin2(μπ)=0 (19)

式(14)的本征值可以利用上式确定.
若μm 是式(13)本征值,则-μm 亦是其本征

值.故本征值可分成以下两组:
(α):μ

(α)
m ,m=1,2,…,Re(μ

(α)
m )>0或

Re(μ
(α)
m )=0并且Im(μ

(α)
m )>0;

(β):μ
(β)
m ,m=1,2,…,μ

(β)
m =-μ

(α)
m .

定义ψm=
ψ(1)

m ;(r,θ)∈Ω1
ψ(2)

m ;(r,θ)∈Ω2{ ,并引入辛内积:

<ψm,J,ψn>=∑
i=1,2∫∂Ωi [(q

(i)
m )Tp(i)

n -(p(i)
m )Tq(i)

n ]dθ

(20)
则本征解满足辛共轭正交关系:

<ψ(α)
m ,J,ψ(α)

n >=<ψ(β)
m ,J,ψ(β)

n >=0
<ψ(α)

m ,J,ψ(β)
n >=-<ψ(β)

m ,J,ψ(α)
n >=δmn

(21)

4 数值方法

由于β-类本征解在r=0处位移奇异,该类解

为非物理解,只需考虑α-类本征解.通解Ψc 可以

写为

Ψc=∑
N

j=1
djψjeμjξ (22)

这里dj 为待定系数.在r=a处的边界条件为

q(i)
∂Ω(i)1 =(u

(i)
r (θ) u(i)

θ (θ))T

p(i)
∂Ω(i)2 =(s

(i)
r (θ) s(i)rθ (θ))T

;i=1,2 (23)

利用通解(22),边界条件(23)可以改写为

Ψc r=a =
q(i)

r=a ∑
N

j=1
djp(i)

j eμjlna( )
T
∂Ω(i)

1

∑
N

j=1
djq(i)

j eμjlna p(i)
r=a( )

T
∂Ω(i)

2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(24)
利用式(24)和辛共轭正交关系(21)有

∑
N

j=1
Ckjdj =Ck (25)

其中

 Ckj =∑
i=1,2

{∫∂Ω(i)1 (q(i)
k )Tp(i)

j dθ-

∫∂Ω(i)2 (p(i)
k )Tq(i)

j dθ}eμjlna,

 Ck =∑
i=1,2

{∫∂Ω(i)1 (p(i)
k )Tq(i)

r=adθ-

∫∂Ω(i)2 (q(i)
k )Tp(i)

r=adθ}
至此,通解的待定系数dj 可以由式(25)的线性代

数方程组确定.

5 数值结果分析

为了研究界面连接对应力强度因子的影响,
不妨考虑相同材料问题,采用量纲一的变量,R=
r/a,Ur=ur/a,Uθ=uθ/a,Sr=sr/(aE),Sθ=sθ/

(aE),Srθ=srθ/(aE),ki=ki/E(不妨仍记为ki),
并取泊松比υ=0.3.

数值模拟中主要考虑以下两种情况.
情况1:k1≠0,k2≠0,k3=0,k4=0,即裂纹

面自由,材料界面弱连接.
情况2:k1≠0,k2≠0,k3≠0,k4≠0,即裂纹

面弱连接,材料界面弱连接.
5.1 弱连接界面的奇异性分析

首先,讨论裂纹面自由,材料界面弱连接的情

况1的奇异性问题.裂纹尖端的奇异性可以通过

-1<Re(μ-1)<0表示,表1给出不同界面参数

k1=k2 对应的奇异性,其中k1=k2=∞对应强连

接界面的结果.从表中可以看出,裂纹尖端奇异性

随界面参数增大而增大,奇异性趋近于-1/2.这
说明弱界面裂纹不具有传统界面裂纹的-1/2奇

异性,不能用传统的应力强度因子作为裂纹评估

参数.从奇异性分析还可以看出,满足0<μ<1的

本征值对应的本征解直接表征了裂纹尖端的奇异

性分布.因此,广义应力强度因子可以描述为

  
KⅠ=lim

R→0
2πR-μSθ(R,0)

KⅡ=lim
R→0

2πR-μSrθ(R,0)
(26)

其中KⅠ和KⅡ分别为Ⅰ型和Ⅱ型广义应力强度

因子.

表1 不同界面参数下的奇异性

Tab.1 Thesingularityofdifferentinterfaceparameters

k1,k2 Re(μ-1) k1,k2 Re(μ-1)

2/5 -0.5814 5/3 -0.5227
3/5 -0.5580 5/2 -0.5154
5/5 -0.5367 ∞ -0.5000

5.2 弱连接界面在集中荷载作用下的问题

考虑所讨论的问题为圆形区域,如图2所示.
有一对集中力作用在边界上,界面和裂纹面条件
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如情况1.PⅠ为作用在外边界±θ0 处的对称单位

集中力,PⅡ为作用在裂纹面上B、C 点处的反对

称单位集中力.

图2 弱连接界面圆盘受Ⅰ/Ⅱ型集中力作用情况

Fig.2 Theimperfectinterfacedisksubjectedtomode

Ⅰ/Ⅱconcentratedforce

图3给出了受PⅠ 单独作用(θ0=180°)产生

的Ⅰ型广义应力强度因子随本征解项数的收敛性

曲线.从图中可以看到,当本征解项数超过18项

之后,界面强连接情况(k1=k2=∞)对应的KⅠ稳

定收敛于理论值,说明本文方法的可靠性;界面弱

连接(k1=k2=5/5)情况对应的广义应力强度因

子KⅠ收敛值略低于强连接情况,这与物理现象

一致.由此可见,该方法的收敛性较好.以下算例

的计算均取26项辛本征解.

图3 收敛性与本征解项数的关系

Fig.3 Therelationshipbetweenconvergenceandnumber

ofeigensolutions

图4给出对称荷载PⅠ作用位置θ0 及界面参

数k1=k2 对Ⅰ型广义应力强度因子KⅠ的影响曲

线.从图中可看出,KⅠ 随θ0 增大而增大.这种现

象是由于荷载作用位置与裂纹尖端在裂纹面的投

影距离增大所致.KⅠ 随界面参数k1=k2 增大而

增大,即界面连接越牢固对应的 KⅠ 越大.且当

k1=k2=∞时,当前解与理论解[12]非常吻合.

图4 自由裂纹面Ⅰ型广义应力强度因子

Fig.4 KⅠforfreecrackedface

图5给出反对称荷载PⅡ作用下Ⅱ型广义应

力强度因子KⅡ的变化情况.KⅡ随界面参数k1=
k2 增 加 而 增 大,当 k1 =k2 =2.5 时,KⅡ 为

1.9718.另外可知,当k1=k2=∞时,KⅡ 达到最

大值2.0687,可见k1=k2>2.5后KⅡ的变化不

大.说明这种情况可以被近似视为强连接问题.

图5 自由裂纹面Ⅱ型广义应力强度因子

Fig.5 KⅡforfreecrackedface

5.3 弱连接裂纹面受集中荷载作用问题

考虑图2所示的情况2.图6与7分别给出

弱界面参数k1、k2、k3 与k4 对KⅠ及KⅡ的影响曲

线.图6表明自由裂纹面(k3=k4=0)情况下,集
中力作用位置越远离裂纹尖端 KⅠ 越大;而裂纹

  

图6 不同弱界面条件下Ⅰ型广义应力强度因子

Fig.6 KⅠfordifferentimperfectinterfaceconditions
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图7 不同弱界面条件下Ⅱ型广义应力强度因子

Fig.7 KⅡfordifferentimperfectinterfaceconditions

修复后(k3=k4≠0),KⅠ 的变化趋势与自由裂纹

面情况完全相反,且θ=0的连接界面参数k1 与

k2 越大KⅠ也越大.这种现象说明,裂纹修复(弱
连接)有利于实现止裂效果.图7表明反对称荷载

作用下,KⅡ 随弱界面参数k3 与k4 增大而减小,

说明裂纹面连接越牢固,KⅡ就越小.且θ=0的界

面参数k1 与k2 越大KⅡ也越大.该规律与物理现

象一致.
5.4 弱连接界面的混合边界条件问题

最后,考虑情况1界面和裂纹且外边界为混

合边界条件,如图8所示.不妨取

Ur=0,Uθ=0;θ∈[-180°,θ0]

Ur=sin θ-θ0
180-θ0π

æ

è
ç

ö

ø
÷,Uθ=0;θ∈[θ0,180°]

图9给出不同弱界面参数k1 与k2 和不同角

度θ0 对KⅠ的影响曲线.从图中观察到,当θ0=0°
时,KⅠ达到极大值;当θ0>0°后,KⅠ急剧下降.图

10给出KⅡ 随角度θ0 的变化曲线.该图表明,当

θ0=-45°时,KⅡ 达到极大值;且在θ0=[-90°,

90°],界面参数k1 与k2 越大,KⅡ 的绝对值亦越

大.

图8 弱连接界面圆盘受混合边界条件作用

Fig.8 Theimperfectinterfacedisksubjectedtomixed

boundaryconditions

图9 混合边界条件下Ⅰ型广义应力强度因子

Fig.9 KⅠformixedboundaryconditions

图10 混合边界条件下Ⅱ型广义应力强度因子

Fig.10 KⅡformixedboundaryconditions

6 结 语

本文将辛方法应用于具有弱界面的断裂分析

中.在哈密顿体系下,可直接得到界面裂纹的应力

场、位移场及广义应力强度因子的解析表达式.数
值结果表明,辛方法可以有效求解弱界面断裂问

题,方法具有良好的收敛性,尤其对复杂边界条件

同样有效.裂纹面为自由表面时,相同外边界条件

作用下,材料界面参数越大,相应的广义应力强度

因子越大.然而,该广义应力强度因子不会高于强

连接界面问题的广义应力强度因子;反之,裂纹面

亦为弱连接时,相应的广义应力强度因子较之裂

纹面为自由表面情况小得多,说明裂纹经过修复

之后,可以承载更大的荷载.
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Asymplecticmethodforfractureanalysisofstructurewithweakinterface

XU Xin-sheng*1,2, CHENG Xian-he1,2, XU Cheng-hui1,2, ZHOU Zhen-huan1,2

(1.DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:BasedonHamiltoniansystem,asymplecticmethodforanalyzingthefractureproblemof
weakinterfacebetweentwoelastic mediaispresented.Byintroducingthedualvariables,the
Hamiltoniansystemisconstructed,thenthesolutionoftheproblemcanberepresentedbyseriesform
ofthesymplecticeigensolutions.Bymeansofthesymplecticadjointorthogonalrelationshipbetween
symplecticeigensolutions,togetherwithcracksurfaceconditions,weakinterfacialconditionsand
externalboundaryconditionsofstructure,theundeterminedcoefficientsofthesymplecticseriescan
bedetermined.Therefore,thesolutionisobtained.Inthisway,thegeneralizedstressintensity
factorsofModeⅠandModeⅡareexpressedanalytically.Thenumericalresultsrevealtheinfluence
ofvariousboundaryconditionsonthestressintensityfactors,andalsoshowthatthemethodismore
effectiveforcomplexmixedboundaryconditions.

Keywords:Hamiltoniansystem;symplecticmethod;stressintensityfactor;weakinterface
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