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非线性球形脉冲波在焦点的传播与干扰
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摘要:在小初值的条件下,讨论了半线性波动方程组脉冲波解的性质,利用非线性几何光学

的方法,证明非线性几何光学给出的解在焦点附近是有效的.描述了脉冲波的传播和干扰以

及干扰后新脉冲波的产生情况.通过微分变换,利用球形对称性将波动方程组化为一阶双曲

型方程,得到一阶近似解所满足的方程组.分析脉冲波在各个特征线方向的传播情况,得到近

似解的一致有界性.对误差方程的解进行有效估计,得到近似解在焦点附近的较好的渐近性

态.

关键词:一致Lipschitz;球对称;几何光学;焦点

中图分类号:O175.27 文献标识码:A doi:10.7511/dllgxb201602010

收稿日期:2015-05-31; 修回日期:2015-09-22.
基金项目:中央财政支持地方高校发展专项资金资助项目(YC-XK-13107).
作者简介:袁明生*(1964-),男,教授,E-mail:msyuan2006@suibe.edu.cn.

0 引 言

脉冲波是物理和光学中一种重要的波,也是

自然现象中常见的波.利用偏微分方程对脉冲波

的研究也是非常重要的.Carles等在文献[1-3]中

研究了半线性波动方程脉冲波的传播.Alterman

等在文献[4-5]中应用非线性几何光学研究了非

线性脉冲波的传播性态.但在这些研究中,文献

[1-3]研究的非线性项比较特殊,且研究的都是

单个波动方程的情形,而文献[4-5]研究的也是单

个脉冲波的传播问题.Yuan在文献[6-7]中已将

相应结果推广到波动方程组的情形,且是多个脉

冲波,而且在文献[8]中研究了脉冲波的干扰产生

新脉冲波的问题.

本文研究多个脉冲波的传播与干扰,将问题

扩展到波动方程组,并在非线性项更加一般性的

情形下讨论非线性焦散问题,讨论脉冲波穿过聚

焦点后的特性.

1 主要结论

考虑波动方程组
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式中:r=|x|,x=(x1 x2 x3)∈R3,r0>0,1<

pi,qi<2,i=1,2;函数U0i、U1i是在[0,∞)×
(-∞,∞)上无穷次可微、有界的,且是球形对称

的,其支集在r>0内对第2个变量有紧支集,即

存在z0>0,使得对所有r>0,

suppUji(r,·)⊂[-z0,z0];i=1,2,j=0,1
(2)

而函数Fi(x,y)满足

Fi(x,y)∈C1(R2),Fi(0,0)=0 (3)

且存在常数N>0,使得对任何x,y∈R,|Fi(x,

y)|≤N(|x|+|y|).
除此之外,假设Fi(x,y)(i=1,2)在R2 上是

一致Lipschitz的,从而易得

∂Fi

∂x ≤N, ∂Fi

∂y ≤N;i=1,2 (4)

在t≥0时,系统(1)将有沿特征线4个方向



的脉冲波出现,本文感兴趣的只是经过焦点(t,0)

=(r0,0)的两个方向的脉冲波.
注 (1)从脉冲波干扰的角度来说,系统(1)

初始条件中的特征线只要是r±t-r0 之一和r±
2t-2r0 之一,本文结论仍成立.

(2)在t>0时,新的脉冲波就会产生,干扰项

和新 的 脉 冲 波 出 现 在 二 阶 及 二 阶 以 上 轮 廓

(profiles)中[8].
由系统(1),只需考虑初值问题:
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由于初值是球形对称的,假设解具有如下形

式[1]:

ϕε
i(t,r)=ϕε

i(t,|x|);i=1,2
其中ϕε

i(t,r)∈C∞(Rt×Rr)(i=1,2)关于r是偶

函数.
引入微分算子

vε
i±=(∂t∓i∂r)rϕε

i(t,r);vε
i±∈C∞(Rt×Rr),
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则方程组(5)转化为
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其中

 gi(x)=2-pi|x|x,hi(y)=2-qi|y|y (8)

Pi0±(r,z)∶=rU1(r,z)∓ir∂zU0(r,z),

Pi1(r,z)∶=U0(r,z)+ir∂rU0(r,z);i=1,2 (9)

显然Pi0±、Pi1与Uji(j=0,1,i=1,2)具有相

同的性质.
由非线性几何光学得如下几个主要的轮廓:

(vε
i)app∶=((vε

i-)app (vε
i+)app),

(vε
i-)app∶=Vin

i(t,r,zi1)|zi1=
r+it-ir0

ε
,

(vε
i+)app∶=Vout

i (t,r,zi2)|zi2=
r-it-ir0

ε +

Vfoc
i (t,r,zi3)|zi3=

it-r-ir0
ε
;

i=1,2 (10)

式中:主轮廓Vin对应于进入的球形脉冲波,Vout对

应于出去的球形脉冲波,而Vfoc对应于反射出去

的球形脉冲波(见图1).由初值的脉冲条件易知,

Vin
i、Vfoc

i 和Vout
i 关于各自的变量zik(i=1,2,k=

1,2,3)有紧支集.

图1 射线的几何反映

Fig.1 Geometryresponseofray

由于是脉冲波(由初值确定),假设Vout
i 与

Vfoc
i (i=1,2)是不重叠的.显然,在r>0内的这些

轮廓由下列初边值确定:

(∂t-∂r)Vin
1(t,r,z11)=-rF1(r-p1×

g1(Vin
1(t,r,z11)),0),

Vin
1|t=0=P10-(r,z11) (11a)

(∂t-2∂r)Vin
2(t,r,z21)=-rF2(0,r-q2×

h2(Vin
2(t,r,z21))),

Vin
2|t=0=P20-(r,z21) (11b)

(∂t+∂r)Vout
1 (t,r,z12)=-rF1(r-p1×

g1(Vout
1 (t,r,z12)),0),

Vout
1|t=0=P10+(r,z12),

Vout
1|r=0=0 (12a)

(∂t+2∂r)Vout
2 (t,r,z22)=-rF2(0,r-q2×

h2(Vout
2 (t,r,z22))),

Vout
2|t=0=P20+(r,z22),

Vout
2|r=0=0 (12b)

(∂t+∂r)Vfoc
1 (t,r,z13)=-rF1(r-p1×

g1(Vfoc
1 (t,r,z13)),0),

(Vin
1+Vfoc

1 )(t,0,z)=0,

Vfoc
1 (t,0,z)|t=0=0 (13a)
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(∂t+2∂r)Vfoc
2 (t,r,z23)=-rF2(0,r-q2×

h2(Vfoc
2 (t,r,z23))),

(Vin
2+Vfoc

2 )(t,0,z)=0,

Vfoc
2 (t,0,z)|t=0=0 (13b)

有以下结论:

命题1 假设Pi0±(i=1,2)充分小,则存在

常数T≥r0,使得方程(11)~(13)在[0,T]×R+

×R内有唯一解Vin
i、Vfoc

i 和Vout
i (i=1,2),且这些

轮廓关于最后一个变量是有紧支集的,即

suppVin
i(t,r,·),suppVout

i (t,r,·),

suppVfoc
i (t,r,·)⊂[-z0,z0];i=1,2(14)

且它们关于t和z的导数是有界的,即

Ñt,z{Vin
i,Vout

i ,Vfoc
i }∈(C∩L∞)([0,T]×R+ ×

R);i=1,2 (15)

定理1 假设近似解((vε
i-)app (vε

i+)app)(i

=1,2)由式(10)~(13)确定,则在小初值情形下,

对任意δ>0都有

 vε
i±-(vε

i±)app L∞([0,r0-δ]×[0,∞))=O(ε);i=1,2

(16)

而对于穿过焦点而言,有以下估计:

vε
i±-(vε

i±)app L∞([0,T]×[0,∞))=O(ε2-p);i=1,2
(17)

其中T>r0 取定值,而p=max{p1,p2,q1,q2}.

2 主要结论的证明

2.1 准备工作

定义

ωε
i=(ωε

i- ωε
i+);i=1,2

ωε
i±=vε

i±-(vε
i±)app;i=1,2

(18)

容易知道,(vε
i±)app满足方程组

(∂t±i∂r)(vε
i±)app=-rFi(fi1((vε

1±)app),

fi2((vε
2±)app)) (19)

其中

 

fi1(·)=
r-p1g1(·);i=1

0; i=2{
fi2(·)=

0; i=1

r-q2h2(·);i=2{
(20)

fi1、fi2的具体表达式可以参照式(11)~(13).
式(19)与式(7)的第1个等式相减得

(∂t±i∂r)ωε
i±=-r[Fi(r-pigi(vε

1-+vε
1+),

r-qihi(vε
2-+vε

2+))-

Fi(fi1((vε
1±)app),fi2((vε

2±)app))]

(21)

由Taylor中值定理有

gi(vε
1-+vε

1+)-gi((vε
1-)app+(vε

1+)app)=
(ωε
1++ωε

1-)g'i((vε
1-)app+(vε

1+)app+

θi(ωε
1++ωε

1-));i=1,2

hi(vε
2-+vε

2+)-hi((vε
2-)app+(vε

2+)app)=
(ωε
2++ωε

2-)h'i((vε
2-)app+(vε

2+)app+

φi(ωε
2++ωε

2-));i=1,2 (22)

其中0<θi<1,0<φi<1,并且有

(∂t±i∂r)ωε
i±=-r1-piF'i1(r-p2gi((vε

1-)app+
(vε
1+)app)+Ai,r-q2hi((vε

2-)app+
(vε
2+)app)+Bi)g'i((vε

1-)app+
(vε
1+)app+θi(ωε

1++ωε
1-))(ωε

1++

ωε
1-)-r1-qiF'i2(r-p2gi((vε

1-)app+
(vε
1+)app)+Ai,r-q2hi((vε

2-)app+
(vε
2+)app)+Bi)h'i((vε

2-)app+
(vε
2+)app+φi(ωε

2++ωε
2-))(ωε

2++

ωε
2-)+Sε

i± (23)

其中

 Ai=ξir-pi(gi(vε
1-+vε

1+)-gi((vε
1-)app+

(vε
1+)app));0<ξi<1

 Bi=ηir-qi(hi(vε
2-+vε

2+)-hi((vε
2-)app+

(vε
2+)app));0<ηi<1,i=1,2

 Sε
i±=-r[Fi(r-pigi((vε

1-)app+(vε
1+)app),

r-qihi((vε
2-)app+(vε

2+)app))-

Fi(fi1((vε
1±)app),fi2((vε

2±)app))];

 i=1,2
由于(vε

i±)app在[0,T]×R+×R 内一致有界,且

gi,hi∈C1(i=1,2),故在vε
i 一致有界的集合中,

以上的Fi、F'ij、gi、hi、g'i、h'i(i,j=1,2)也是一致有

界的.
记

L∶=∂∂tI+Λ
∂
∂r

其中I=diag{1,1,1,1},Λ=diag{-1,1,-2,

2}.
定义1 记Γi±(T)为L在[0,T]×R+上的
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特征线集合,即

Γi-(T)∶={(t,r):it+r=iC,0≤t≤T,r≥0,

C∈[r0-εz0,r0+εz0]},

Γi+(T)∶={(t,r):it-r=±iC,0≤t≤T,r≥0,

C∈[r0-εz0,r0+εz0]};

i=1,2
命题2(命题3.1[1]) 令(ωε

1 ωε
2)T=(ωε

1-

 ωε
1+ ωε

2- ωε
2+)T 是问题(23)在条件(ωε

i-+

ωε
i+)|r=0=0(i=1,2)下的解,那么存在依赖于T、

pi、qi、Fi、F'ij、gi、hi、g'i、h'i(i,j=1,2)的常数C,使

得对所有0≤t≤T,有

 ωε
1(t),ωε

2(t)L∞([0,∞))≤

C(ωε
1(0),ωε

2(0)L∞([0,∞))+

sup
γ∈Γ1-(T)∫γ

Sε
1- + sup

γ∈Γ1+(T)∫γ
Sε
1+ +

sup
γ∈Γ2-(T)∫γ

Sε
2- + sup

γ∈Γ2+(T)∫γ
Sε
2+ )

2.2 定理1的证明

在命题1中,T 为解的存在区间上限,且T≥

r0,而在命题2中有

(vε
1±)app,(vε

2±)app L∞([0,T]×[0,∞))≤C0 (24)

其中常数C0>0,与ε无关.局部存在定理的直接

证明表明,ωε
i±(i=1,2)或在整个[0,T]×[0,∞)

上存在,或者最大局部解在C([0,T]×R+)中且

满足

liminf
t→Tε

ωε
1±(t),ωε

2±(t)L∞([0,∞))=∞ (25)

其中0<Tε<T.在后一种情况下,存在第1个

tε,使得

ωε
1±(tε),ωε

2±(tε)L∞([0,∞))=2C0
接下来需证明存在一个常数C,使得对0<ε<1
及t≤tε,有

ωε
1±(t),ωε

2±(t)L∞([0,tε]×[0,∞))≤Cε2-p (26)

如果此式成立,选择ε1<1,使得Cε2-p1 <2C0,那

么如果tε<T,则有以下矛盾:

 2C0= ωε
1±(tε),ωε

2±(tε)L∞([0,∞))≤Cε2-p1 <2C0
这就证明了tε=T.下面证明式(26)成立.

在[0,T]上,ωε
1、ωε

2 由 2C0 界 定.由 于

(vε
1±)app、(vε

2±)app在[0,T]×R+×R内是一致有

界的,故vε
1、vε

2 也是一致有界的(详见式(18)以及

命题1),又由式(4)知式(22)中的gi、hi、g'i、h'i(i=

1,2)一致有界,所以Fi、gi、hi、F'ij、g'i、h'i(i,j=1,

2)一致有界.由命题2得

ωε
1(t),ωε

2(t)L∞([0,∞))≤

C(εP11,P21 L∞([0,∞))+ sup
γ∈Γ1-(T)∫γ

Sε
1- +

sup
γ∈Γ1+(T)∫γ

Sε
1+ + sup

γ∈Γ2-(T)∫γ
Sε
2- +

sup
γ∈Γ2+(T)∫γ

Sε
2+ )

以下只对右边Sε
i-(i=1,2)的积分进行估

计,对Sε
i+(i=1,2)的积分的估计是类似的.

将图1中脉冲波轨迹在焦点处相交成的两个

平面全等三角形区域的并记为Ei(ε),i=1,2,其

表达式为

E1(ε)={(t,r):|t+r-r0|≤εz0,|t-r-r0|≤

εz0}∪{(t,r):|t+r-r0|≤εz0,|t-r+

r0|≤εz0}

E2(ε)={(t,r):|2t+r-2r0|≤εz0,|2t-r-2r0|

≤εz0}∪{(t,r):|2t+r-2r0|≤εz0,|2t

-r+2r0|≤εz0}

显然有

 Sε
1-=-r[F1(r-p1g1((vε

1-)app)+

r-p1g1((vε
1+)app),r-q1h1((vε

2-)app)+

r-q1h1((vε
2+)app))-

F1(r-p1g1((vε
1-)app),0)]+

r1-p1ζ
ε
1(t,r)χE1(ε)

 Sε
2-=-r[F2(r-p2g2((vε

1-)app)+

r-p2g2((vε
1+)app),r-q2h2((vε

2-)app)+

r-q2h2((vε
2+)app))-

F2(0,r-q2h2((vε
2-)app))]+

r1-q2r1-p1ζ
ε
2(t,r)χE2(ε)

其中ζε
i(t,r)(i=1,2)在[0,T]×R+×R内是一

致有界的,χEi(ε)
为集合Ei(ε)(i=1,2)的特征函

数.
由(vε

i)app、F'ij、gi、hi(i,j=1,2)在[0,T]×

R+×R内的一致有界性及具有紧支集有

∫γ
Sε

i- ≤C∫
cε

0
r1-pdr=O(ε2-p);i=1,2

式(26)得证(式(17)即得证).
现在往证式(16).对t≤r0-δ,易得
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∫γ
Sε

i- ≤C∫
δ+cε

δ
r1-pdr=O(ε)

3 结 语

本文研究了波动方程球形脉冲波穿过焦点的

渐近性态,得到的是小初值条件下脉冲波穿过焦

点的传播与干扰现象.使用了几何光学中的主要

轮廓作为近似解得到结论,这在几何光学中是较

普遍的方法.所得结论也满足高频振荡波所具有

的性质.
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Abstract:Thebehaviorofthepulseslikesolutionstoasemilinearwaveequationsisdiscussedunder
smallinitialvalueconditions.Usingthemethodofnonlineargeometricoptics,itisprovedthatthe

solutionobtainedbyusingthenonlineargeometricopticsiseffectivearoundthefocus.The

propagationandinterferenceofpulsesandtheproductionofnewpulsesaftertheinterferenceare

stated.Bymakinguseofadifferentialtransformation,thewaveequationsaretranslatedintoone-

orderhyperboliconesbecauseofthesphericalsymmetry,andtheequationsfortheone-order

approximatesolutionsareobtainedaccordingly.Thepropagationofthepulsesalongeverydifferent

characteristiclineisanalyzed,andtheuniformboundnessfortheapproximatesolutionsisobtained.

Finally,byeffectivelyestimatingthesolutionsfortheerrorequations,thegoodasymptoticbehavior

oftheapproximatesolutionsistestifiedaroundthefocus.

Keywords:uniformLipschitz;sphericalsymmetry;geometricoptics;focus
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