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摘要:针对模型不确定的城市路网系统,设计了使闭环系统渐近稳定的鲁棒预测状态反馈

控制器.首先,将“存储与向前”路段线性模型扩展为城市路网拓扑模型.同时考虑实际情况中

路况变化、测量误差等因素引起的饱和流量、车辆数的不确定性的影响,提出了具有不确定参

数的城市路网系统模型.然后,采用线性矩阵不等式处理方法求解一个具有约束的凸优化问

题,给出了状态反馈控制器设计方法.最后通过 Matlab仿真验证了所提方法能有效缓解城市

交通拥堵和优化信号灯.
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0 引 言

近几十年来,随着车辆数的增加,交通拥堵已

经成为阻碍社会经济发展的重要因素.在城市路

网系统中,由于交通流的时段性及交通基础设施

的不可扩展性,拥堵问题尤为严重[1].因此,迫切

需要一种有效的控制策略来缓解城市交通拥堵和

优化路口信号灯.在已有的控制策略中,实时控制

策略具有对当前变化的交通状况做出及时调整的

优点,从而比定时控制策略具有更广阔的发展前

景[2].实时控制可分为基于实时交通流和基于状态

空间模型的实时控制,其中基于模型的控制方法能

更好地运用现代控制理论方法,故近年来得到了较

快的发展与应用[3],并成为当前的一个研究热点.
目前,城市路段模型主要有“存储与向前”线

性模型、改进型“存储与向前”非线性模型、细胞模

型等[4-11].在这些模型中,Gazis和Potts等提出的

“存储与向前”线性模型相比于其他模型更直观简

洁、适用性强,且该模型适用于饱和状态下的城市

路段[4].基于该线性模型,学者们提出了一系列控

制算法:Diakaki等采用LQR算法求解绿灯相位

时间的反馈控制控制律[5],虽然简单方便,但是不

能处理带有约束的最优化问题;Aboudolas等采

用集中式或分布式模型预测控制方法解决带有约

束的绿灯相位时间的最优化问题[6-8];为了能准确

描述交通系统,Lin等通过对“存储与向前”线性

模型的改进得到了非线性模型,并使用了模型预

测控制算法,达到了较好的控制效果[9].但是“存
储与向前”线性模型和非线性模型是一种精确模

型,而实际情况中路况变化、测量误差等因素引起

的饱和流量、车辆数的不确定性会导致“存储与向

前”模型的参数不确定[12],因此基于该模型的算

法在具有不确定因素影响下无法获得很好的控制

效果.
针对实际情况中路况变化、测量误差等因素

引起的饱和流量、车辆数的不确定性所导致的“存
储与向前”线性模型的参数不确定,本文采用鲁棒

预测控制方法设计一个状态反馈控制器用于调节

各个路口的绿灯相位时间.首先改进由“存储与向

前”路段线性模型增广得到的城市路网拓扑模型,
同时考虑参数不确定性和绿灯时间约束,得到带

有参数不确定的路网系统模型;然后利用线性矩

阵不等式(LMI)处理方法解决具有约束的凸优化

问题,并给出控制器求解方法;最后,通过仿真验

证鲁棒模型预测控制策略.

1 城市路网系统建模

文中常用符号定义见表1.



表1 符号定义

Tab.1 Symbolsdefinition

符号 定义

T 采样周期,即信号灯的信号周期

qz(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,车辆从上游路段通过路口

M 进入路段z的平均流量

uz(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,车辆从路段z通过路口N
进入下游路段的平均流量

sz(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,车辆从路段z中途驶离的平

均流量

dz(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,车辆从路段z中途驶入的平

均流量

xz(k) kT 时刻路段z中的车辆数

Ij 路口j的上游路段集合

Oj 路口j的下游路段集合

tw,z 从上游路段w 通过路口M 进入路段z的转弯率

tz,o 从路段z中途离开的车辆占路段z中总车辆数的百分比

Gz(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,路段z中车辆有权通过路口

N 的总时间占路口N 的信号周期的百分比

Sz 路段z的饱和流量

gN,i(k)
[kT,(k+1)T]时间段内,路口 N 的第i个相位时间

占路口N 的信号周期的百分比

vz 路段z中车辆有权通过路口N 的相位集合

1.1 “存储与向前”路段模型

“存储与向前”路段模型由两个相邻路口(M、

N)及连接两个路口的一条道路z 组成,且z∈
OM,z∈IN,如图1所示.

图1 “存储与向前”路段模型

Fig.1 Store-and-forwardsegmentmodel

根据图1及表1可建立如下的路段模型:

xz(k+1)=xz(k)+T[qz(k)-sz(k)+
dz(k)-uz(k)] (1)

其中

 qz(k)= ∑
w∈IM

tw,zuw(k)

uz(k)=Gz(k)Sz= ( ∑
i∈vz

gN,i(k))Sz (2)

sz(k)=tz,oqz(k)
将式(2)代入式(1),并令X(k+1)=(x1(k+

1) x2(k+1) … xnx
(k+1))T,即可得如下的

城市路网拓扑模型:

X(k+1)=X(k)+BU(k)+d(k) (3)
式中:X(k)=(x1(k) x2(k) … xnx

(k))T,其
中的各分量表示kT 时刻含有nx 条路段的路网

系统中的各条路段中的车辆数;U(k)=(u1(k) 
u2(k) … unu

(k))T,其中的各分量表示[kT,
(k+1)T]期间路网系统中的全部路口信号灯的

各相位绿灯时间占所在信号灯周期的百分比;矩
阵B是由路段模型(1)推导得到的系数矩阵;列
向量d(k)的各元素分别表示[kT,(k+1)T]期间

车辆从各路段中途驶入的平均流量.
在实际交通系统中,每个相位时间必须大于

最短绿灯时间且小于最长绿灯时间,故控制变量

U(k)具有以下约束条件:

uz,min≤uz(k)≤uz,max (4)
其中uz,min、uz,max分别表示路段z中车辆有权通过

路口的最短、最长相位时间占信号周期的百分比,

uz,min可以为零,表示相应相位的绿灯时间为零,
即出现全红相位.另外,路口j的各相位绿灯时间

百分比之和应满足

∑
Pj

z=1
uz(k)≤1-Lj/Cj (5)

式中:Lj 表示路口j 的黄灯时间之和;Cj 表示路

口j的信号周期;Pj 表示路口j的相位数.
1.2 不确定模型

为了使得路网控制系统的控制效果达到一个

稳态点,从而协调路网系统中各路段的交通状况,
首先给出如下定义:

 ΔX=X-XN,ΔU=U-UN,Δd=d-dN (6)
式中:XN 表示状态量X 的名义值,即各路段的期

望车队长度;UN 表示控制量U 的名义值;dN 表示

d的名义值,并满足d=dN,则Δd=0.由XN(k+
1)=XN(k)得如下名义系统:

XN(k)=XN(k)+BUN+dN (7)
由式(7)可知

BUN+dN=0 (8)
从而求解UN 转化为如下的求可行解问题:

     BUN+dN=0
s.t. uz,min≤uz,N≤uz,max (9)

∑
Pj

z=1
uz,N≤1-Lj/Cj

结合式(3)和(7)可得如下状态空间模型:

ΔX(k+1)=ΔX(k)+BΔU(k) (10)
在实际交通状况中,测量误差、饱和流量的浮

动等多种外界因素对交通流量的影响,将会导致
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交通模型具有不确定性,为此引入不确定矩阵,则
式(10)可以转换为

 ΔX(k+1)=(I+ΔA(k))ΔX(k)+
(B+ΔB(k))ΔU(k) (11)

其中ΔA(k)和ΔB(k)为不确定矩阵且满足以下

等式:

ΔA(k)=Δa(k)Fa=
δa1(k)

⋱
δanx(k)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

γa1
⋱

γanx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
(12)

ΔB(k)=EbΔb(k)Fb=

Eb

δb1(k)

⋱
δbnu(k)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
Fb (13)

其中 Δa(k)≤1,Δb(k)≤1,Fa、Eb 和Fb 为适

当维数的矩阵.

2 鲁棒预测控制

针对具有不确定参数的城市路网模型(11),
采用基于LMI的鲁棒预测控制方法,设计一个状

态反馈控制器调节每个路口各相位的绿灯时间,
从而解决城市路网系统拥堵问题.在给出主要定

理前,首先引入以下引理:
引理1[13] 设W、M、N、G为具有适当维数的

实矩阵,其中G满足GTG≤I,W 为对称矩阵,那么

W+NTGTMT+MGN<0 (14)
当且仅当存在常数ε>0,使得

W+ε-1NTN+εMMT<0
2.1 无穷时域极小-极大问题

首先定义如下的无穷时域性能指标:

min
ΔU(k+i|k),i≥0

 max
[A(k+i)B(k+i)]∈Ω,i≥0

J(k)

 J(k)=∑
∞

i=0

[ΔXT(k+i|k)SΔX(k+i|k)+(15)

ΔUT(k+i|k)RΔU(k+i|k)]
式中:S和R 为给定的对称正定加权矩阵;ΔX(k)

=ΔX(k|k)为kT 时刻的状态测量值;ΔX(k+i|
k)为kT 时刻对(k+i)T 时刻的状态预测值;

ΔU(k+i|k)为kT 时刻求得的(k+i)T 时刻的最

优控制输入.
本文的目的是设计一个如下所示的无记忆状

态反馈控制器:

ΔU(k+i|k)=K(k)ΔX(k+i|k) (16)
使得对所有允许的不确定性,闭环系统

 ΔX(k+1)=[I+ΔA(k)+(B+
ΔB(k))K(k)]ΔX(k) (17)

稳定.
定理1 对于闭环系统(17),如果存在矩阵

Q(k)、Y(k)以及常数ξ1(k)、ξ2(k)和γ(k),使得以

下优化问题

min
ξ1(k),ξ2(k),γ(k),Q(k),Y(k)

γ(k)

s.t. 
-1 ΔXT(k|k)
* -Q(k)

æ

è
ç

ö

ø
÷≤0 (18)

Γ(k) Φ(k)
* Ψ(k)

æ

è
ç

ö

ø
÷<0

有解,则存在状态反馈控制器(16),使得闭环系统

(17)渐近稳定.其中

Γ(k)=
-R-1γ(k) 0 Y(k)
* H1(k) H2(k)

* * -Q(k)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

H1(k)=-Q(k)+ξ1(k)I+EbET
bξ2(k)

H2(k)=Q(k)+BY(k)

Φ(k)=
0 0 0
0 0 0

YT(k)FT
b Q(k)FT

a Q(k)S1/2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ψ(k)=
-ξ2(k)I 0 0
* -ξ1(k)I 0
* * -γ(k)I

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

状态反馈控制器增益K(k)=Y(k)Q-1(k).
证明 选取Lyapunov函数V(k)=ΔXT(k)·

P(k)ΔX(k),其中P(k)=PT(k)>0.若以下不等式

  V(k+i+1|k)-V(k+i|k)≤
-[ΔXT(k+i|k)SΔX(k+i|k)+
ΔUT(k+i|k)RΔU(k+i|k)] (19)

成立,则式(19)满足Lyapunov稳定条件:

V(k+i+1|k)-V(k+i|k)≤0 (20)
从而可知闭环系统(17)渐近稳定.

将闭环系统(17)代入不等式(19)可得

LT(k)P(k)L(k)-P(k)+S+KT(k)RK(k)≤0
(21)

其中L(k)=I+ΔA(k)+BK(k)+ΔB(k)K(k).
对式(21)应用Schur补定理可得

-R-1 0 K(k)

* -P-1(k) L(k)
* * -P(k)+S

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
≤0 (22)

对式(22)依次应用引理1和Schur补定理可知,
上式成立当且仅当存在常数ε1(k)>0和ε2(k)>
0满足
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Γ(k) Φ(k)

* Ψ(k)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷<0 (23)

其中

Γ(k)=
-R-1 0 K(k)

* H1(k) H2(k)

* * -P(k)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

H1(k)=-P-1(k)+ε1(k)I+ε2(k)EbET
b

H2(k)=I+BK(k)

Φ(k)=
0 0 0
0 0 0

KT(k)FT
b FT

a S1/2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ψ(k)=
-ε2(k)I 0 0
* -ε1(k)I 0
* * -I

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

对式(23)两边分别左乘、右乘矩阵diag{γ1/2(k)I,
γ1/2(k)I,γ1/2(k)I,γ1/2(k)P-1(k),γ1/2(k)I,
γ1/2(k)I,γ1/2(k)I},并令Q(k)=γ(k)P-1(k),
Y(k)=γ(k)K(k)P-1(k),ξ1(k)=ε1(k)γ(k),

ξ2(k)=ε2(k)γ(k),可得式(18)的条件2.
将式(19)两边从i=0到i=∞求和可得

J(k)≤V(k) (24)
令Lyapunov函数的上界为γ(k),则由上式可得

J(k)≤V(k)≤γ(k) (25)
即求解性能指标J(k)的上界可转化为求解V(k)
的上界.由上式可得

V(k)=ΔXT(k)P(k)ΔX(k)≤γ(k) (26)
对式(26)应用Schur补定理可得到式(18)的条件1.
2.2 约束处理

为了使用线性矩阵不等式处理方法处理鲁棒

预测控制,需要对约束(4)、(5)进行必要的处理.
首先,根据问题(9)求得UN 后,式(4)、(5)的

左右两边分别减去控制变量的名义值UN,并令

uz,min=0,每个路口的信号周期均为C,则式(4)、
(5)可转换为

-uz,N≤Δuz(k+i|k)≤uz,max-uz,N (27)

 wT
jΔU(k+i|k)≤1-∑

Pj

z=1
uz,N-Lj/C=bj (28)

其中wj 是与∑
Pj

z=1

对应的元素为1或0的列向量.

首先,对约束(27)作如下处理:
Δuz ≤u*

z (29)
其中

u*
z =

uz,max-uz,N; uz,N≥uz,max/2
uz,N; uz,N<uz,max/2{ (30)

进而将式(30)转换为以下线性矩阵不等式:

-X Y
* -Q

æ

è
ç

ö

ø
÷≤0;

Xjj≤(u*
z )2,j=1,…,nu

(31)

同理,可将约束(28)转换为

wT
jΔU(k+i|k)≤ bj (32)

由式(32)可得如下线性矩阵不等式:

-b2j wT
jY

* -Q
æ

è
ç

ö

ø
÷≤0;j=1,…,nu (33)

2.3 鲁棒预测控制算法

对城市路网采用鲁棒控制策略,能有效处理

由测量误差、饱和流量的浮动等引起的交通状态

的不确定性.本文提出的鲁棒预测控制算法步骤

具体如下:
步骤1 在控制算法迭代初始时刻,设k=

0,K=0.
步骤2 算法迭代开始,采集kT 时刻的状态

量,并在线求解优化问题(18)、(31)、(33),得到最

优解Q(k)、Y(k),进而得到控制器增益

K(k)=Y(k)Q(k)
步骤3 求解得到控制量ΔU(k)=K(k)·

ΔX(k).
步骤4 进入下一采样时刻,令k=k+1,返

回步骤2.

3 仿真与实现

在仿真与实现中,考虑采用包含4个路口的

路网系统,如图2所示.

图2 4个路口的路网系统

Fig.2 Roadnetworkoffourintersections

该路网系统共包含24条车道{L1,L2,…,

L24},但是受控的车道只有{L1,L3,L5,L6,L7,
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L8,L10,L12,L13,L14,L15,L17,L19,L21,L22,L23}.
各车道的转弯率如下:

t1,4=0.05,t1,21=0.15,t3,2=0.12,t3,7=0.20,
t5,4=0.05,t5,21=0.15,t6,2=0.12,t6,7=0.20,
t7,9=0.05,t7,14=0.15,t8,5=0.20,t8,11=0.12,
t10,9=0.15,t10,14=0.15,t12,5=0.20,t12,11=0.12,
t13,12=0.15,t13,18=0.05,t14,22=0.20,t14,16=0.12,
t15,12=0.15,t15,18=0.10,t17,22=0.20,t17,16=0.12,
t19,6=0.15,t19,24=0.15,t21,20=0.12,t21,13=0.20,
t22,6=0.15,t22,24=0.05,t23,20=0.12,t23,13=0.20
定义p=ST,且

p1=40,p3=50,p5=50,p6=50;

p7=45,p8=50,p10=50,p12=50;

p13=50,p14=50,p15=50,p17=50;

p19=50,p21=50,p22=50,p23=50
每个路口的信号灯周期均为C=120s,其

中,黄灯损失时间为L1=L2=L3=L4=16s,每
个周期含有4个相位,如图3所示.

图3 路口的相位示意图

Fig.3 Phasediagramofintersections

名义系统的XN 和dN 分别为

 XN=(25 25 20 20 20 25 25 20 
20 20 25 25 25 20 20 25)T

 dN=(9 9 0 0 0 9 9 0 0 0 
9 9 9 0 0 9)T

根据式(9)可求解得UN.选取加权矩阵S=I,R=
1000I.采用鲁棒预测控制方法,设计控制器调节

路口信号灯,使得路口车队长度趋于期望值,从而

缓解交通拥堵.
根据本文所提的鲁棒预测控制算法,在kT

时刻在线求解优化问题(18)、(31)、(32),可求得

每个采样时刻的输入控制U(k),现选取路口J1
作为分析对象,其控制输入如图4所示,其中横坐

标表示时间,纵坐标表示J1 路口各相位时间所占

信号周期的百分比.由图4可知,控制输入量满足

输入约束 ∑
4

m=1
um(k)≤13/15和0≤(u1(k) 

u2(k) u3(k) u4(k))T≤(0.45 0.36 0.40 
0.36)T.采用鲁棒预测控制后的闭环系统状态轨

迹和无控制作用时的状态量如图5所示.
对比图5中(a)、(b)可知,在无控制情况下,

J1 路口的各车队长度逐渐变长,导致交通拥堵状

况恶化;采用本文提出的具有输入约束的状态反

馈控制器,J1 路口的车道L1、L3 和L6 中的车队

长度经过多个信号周期的控制调整后趋于期望的

车队长度,防止了拥堵状况的恶化,有效缓解了路

口的拥堵状况.

图4 路口J1 的控制输入

Fig.4 ControlinputsofintersectionJ1

(a)鲁棒预测控制

(b)无控制

图5 路口J1 的状态轨迹

Fig.5 StatetrajectoryofintersectionJ1

4 结 语

本文将“存储与向前”路段模型改进为具有不确

定性的路网系统模型,并且使得输入量满足一定的约

束条件,采用鲁棒预测控制方法解决了带有约束的凸

优化问题.仿真研究表明:系统满足约束条件,具有较

强的鲁棒性,能有效协调路网系统中的交通状况.
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Robustpredictivecontrolforurbanroadnetwork

LIU An-dong*, LI Jia, YU Li

(CollegeofInformationEngineering,ZhejiangUniversityofTechnology,Hangzhou310023,China)

Abstract:Forurbanroadnetworksystemwithmodeluncertainty,arobustpredictivestatefeedback
controllerisdesignedtoensuretheclosed-loopsystemasymptoticallystable.Firstly,thestore-and-
forwardsegmentlinearmodelisextendedtotheurbanroadnetworktopologymodel.Consideringthe
influenceofsaturationflowrateandvehiclenumberuncertaintycausedbytheroadconditionschange
andtheerrorofmeasurement,theurbanroadnetworksystemmodelwithparametersuncertaintyis
proposed.Furthermore,aconvexoptimizationproblem withconstraintsissolvedbylinearmatrix
inequality(LMI)treatmenttodesignthestatefeedbackcontroller.Finally,theeffectivenessofthe
proposed methodto alleviatethe urbantrafficcongestion and optimizethesignallightsis
demonstratedbyMatlabsimulation.

Keywords:robustpredictivecontrol;urbanroadnetworksystem;parameteruncertainty;linear
matrixinequality(LMI)
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