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二阶随机占优约束优化问题的遗传算法求解
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摘要:随机占优是经济学和决策论中的基本概念,在投资组合优化中得到了广泛的应用.遗
传算法无须求解目标函数和约束函数的次微分,也不用满足Slater约束规范,解决了约束的

半无限性和非光滑性等问题.两个算例表明,遗传算法能很好地解决投资组合优化问题,并且

效率得到了很大提高.
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0 引 言

2003年,Dentcheva等[1]将随机占优作为约

束引入优化模型,作为一种新的风险规避模型得

到了国内外学者的广泛关注.由于约束的非光滑

性及其半无限性,模型对算法提出了更高的要求,

如何求解这类模型成为大家研究的重要课题.文

献[2-4]提出了用割平面算法求解二阶随机占优

模型;文献[5]提出了随机拟梯度(SCQ)算法;文

献[5-6]提出了水平函数(LF)算法和投影水平函

数(PLF)算法,其中提出的算法以惩罚为主题,这

必然离不开Slater约束规范,限制了模型的应用

范围;文献[2]中的算法虽然不要求约束规范,但

是对大规模约束的求解略显不足.目前提出的算

法,很难应用于实际当中,它们不是限制太多,就

是得到的结果可以进一步优化,而且对大规模的

计算无能为力或是需要很长时间.
遗传算法(geneticalgorithm)是仿生于自然

界中的进化机制和生物遗传机制,由 Holland等

在1975年提出的.其通过生成初始种群来进行第

一步运行,初始种群通常表示为字符串,即二进制

符号编码,然后通过不断地生成下一代并根据某

种规则来求解问题的最优解.适应度高的个体通

过将自身的部分字符串与其他个体的部分字符串

进行交换得到下一代个体.在遗传过程中个体的

字符串也会发生变异.随着时间的推移,将适应度

差的个体淘汰,然后利用适应度高的个体在随机

选取的相同的字符串点位进行交换得到新的个

体,从而产生下一代种群,这种运行方法非常有

效.遗传算法的人工繁殖计划在20世纪70年代

被首先提出,到20世纪80年代末逐渐得到大量

学者的关注及研究.遗传算法给出了一种解决复

杂优化问题的通用框架,它直接对问题的目标函

数进行操作,不要求约束函数可以微分等条件,对

问题具有很强的鲁棒性.由于遗传算法的这些优

点,如今它已经被广泛应用于工程设计、组合优化

等诸多领域.本文将遗传算法应用于投资组合优

化问题.

1 二阶随机占优模型

二阶随机占优的基本模型为

min {-E[f(x,ξ)]}

s.t. g(x,ξ)⪰(2)g(y,ξ)

x∈Z

(1)



式中:g(x,ξ)是关于x的连续凹函数,x是决策向

量;ξ:Ω→Ξ是概率空间(Ω,F,P)上的随机向量,

支撑集Ξ⊂Rq.f:Rn×Ξ是关于x 的连续凸函数.

Z⊂Rn 是闭凸集,f,g∈L1(Ω,F,P).y是Z 中某

一固定的向量.
随机占优法则是经济、决策论中的基本概念,

随机占优的定义如下.
定义1 设X、Y 是随机变量,X,Y∈L1(Ω,

F,P),称随机变量 X 二阶占优随机变量Y,若

F(2)(X;η)≤F(2)(Y;η),∀η∈R 成立,表示为

X⪰(2)Y.其中F(2)(X;η)=∫
η

-¥
F(X;α)dα,∀η∈

R,F(X;η)是X 的累积分布函数.
由文献[7]可知二阶随机占优 X⪰(2)Y 等价

于如下形式:

E[(η-X)+]≤E[(η-Y)+],∀η∈R
由上述二阶随机占优的等价条件可知模型可以重

新改写为

min {-E[f(x,ξ)]}

s.t. E[(η-g(x,ξ))+]≤E[(η-g(y,ξ))+],

∀η∈R

x∈Z
(2)

为了避免技术上带来的不便,实际中,通常考虑如

下的松弛问题:

min {-E[f(x,ξ)]}

s.t. E[(η-g(x,ξ))+]≤E[(η-g(y,ξ))+],

∀η∈[a,b]

x∈Z
(3)

本文研究ξ是离散分布的情况,即P(ξ=ξi)

=pi,i=1,…,m.则由文献[2]可知模型等价于下

面的形式:

 min {-∑
m

i=1
pif(x,ξi)}

s.t. ∑
m

i=1
pi(ηj-g(x,ξi))+≤∑

m

i=1
pi(ηj-

g(y,ξi))+,∀j=1,…,m

x∈Z (4)

其中ηj=g(y,ξj),j=1,…,m.
由以上易知,此模型的约束是非光滑的,且此

模型不满足Slater约束规范,这是因为若取ηj=

min{g(y,ξj),j=1,…,m},则式(4)中不等式两

边均为零.因此求解非光滑约束的算法难以应用

于此模型.

2 遗传算法与数值实验

遗传算法通过在种群中利用重组的方式和保

持有用的模块来有效地搜索空间.每个种群成员

都能 找 到 其 所 对 应 的 字 符 串.例 如,字 符 串

1001110代表种群空间1######(其中#代

表0或1)中的一个个体.这样,在样本空间采样

的方式是隐式采样.遗传算法这种内在采样的能

力被称为隐并行性.这指的是众多的样本模块和

有效的采样模式在种群的每一代中都维持.
遗传算法的基本运算过程如下.
(Ⅰ)初始化:生成所求问题可行域的初始种

群并设定终止准则;

(Ⅱ)个体评价:给出种群中每个个体的适应

度函数值;

(Ⅲ)选择运算:根据第(Ⅱ)步中的适应度函

数值对种群进行选择运算;

(Ⅳ)交叉运算:对种群进行交叉运算;

(Ⅴ)变异运算:对种群进行变异运算;

(Ⅵ)终止条件判断:若达到终止准则,则将适

应度函数值最大的个体作为最优解输出,终止计

算.
遗传算法适用于高维的含有许多非线性和不

连续性目标函数或是约束函数的随机问题.这些

问题具有可靠性设计问题的特点:求解问题的部

分解决方案或是一个状态受另一个状态影响.

Coit等[8]成功地证明遗传算法可以应用于确定性

的组合可靠性问题.遗传算法是一种启发式的算

法,并不保证得到的解必是全局最优.
遗传算法在对可行解空间进行搜索的过程

中,并不需要来自外部的信息,只通过内部的选

择、交叉和变异即可以完成搜索过程.但是搜索过

程却是依据种群中个体适应度函数值的大小来决

定个体遗传到下一代的概率,并且要用适应度函

数值来评价解的好坏程度.因此,适应度函数值必

须是非负的,在实际应用中,适应度函数通常满足
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下面的条件:(1)单值、连续、非负、最大化;(2)合

理、一致性;(3)计算量小;(4)通用性强.
在实际应用中,适应度函数的给出需要依据

实际问题来进行.适应度函数的选择会对遗传算

法的结果产生重要的影响.适应度函数选择不当

解有可能收敛于局部最优,而不能达到全局最优,

因此 需 要 将 模 型 中 的 目 标 函 数 改 写 为 10-

∑
m

i=1
pif(x,ξi),这样便可以保证适应度函数大于

零.
在此部分,由于所取数据为样本数据,令pi

=1/m,则模型化为

min {10-1m∑
m

i=1
f(x,ξi)}

s.t. ∑
m

i=1

(ηj-g(x,ξi))+≤∑
m

i=1

(ηj-g(y,ξi))+,

∀j=1,…,m

x∈Z
(5)

例1 以文献[5]中的例题1为例用遗传算

法求解,并对所得结果进行比较.考虑10个月份

的月收益率及5种资产,具体如表1所示.

表1 5种资产10个月的月收益率

Tab.1 Ratesofreturnonfiveassetsovertenmonths

月份
收益率

资产一 资产二 资产三 资产四 资产五

1 1.2 1.3 0.9 1.1 0.80

2 1.3 1.0 1.1 1.1 0.75

3 1.4 0.8 1.0 1.2 0.65

4 1.5 0.9 1.1 1.3 0.75

5 1.1 1.4 1.1 1.2 0.80

6 1.2 1.3 1.3 1.2 0.90

7 1.1 1.2 1.2 1.1 1.00

8 1.0 1.1 1.1 1.0 1.10

9 1.0 1.2 1.0 1.1 1.10

10 1.1 1.1 1.1 1.2 1.20

设置遗传算法的初始种群数分别为100、

1000和10000,表示为 GA(100)、GA(1000)、

GA(10000),应用遗传算法求解,得到的结果如

图1~3所示.

图1 初始种群为100时的计算结果

Fig.1 Theresultwithinitialpopulation100

图2 初始种群为1000时的计算结果

Fig.2 Theresultwithinitialpopulation1000

图3 初始种群为10000时的计算结果

Fig.3 Theresultwithinitialpopulation10000

表2记录了由遗传算法得出的数值结果,并给
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出了投影水平函数(PLF)算法的结果.从中能够得

出:当遗传算法初始种群数为100时,E[g(x,ξ)]

的计算结果明显好于PLF算法的结果,而且运行

时间大大快于PLF算法的运行时间.当初始种群

数为1000时,遗传算法运行时间和PLF算法运

行时间相当,但E[g(x,ξ)]的计算结果明显好于

PLF算法.从表2中还可以看出,E[g(x,ξ)]的计

算结果随着初始种群数量的增加而改善,但是运

行时间相 应 增 加.初 始 种 群 数 从1000增 加 到

10000,结果改善不明显,但是计算时间却大大增

加,故初始种群数为1000时,算法效果最好.

表2 不同最优投资组合策略之间的比较

Tab.2 Comparisonofdifferentoptimalportfolio

strategies

算法
迭代

步数

时间/

min
最优解 E[g(x,ξ)]

GA(100) 4 0.1322

(0.576,0.203,

0.027,0.188,

0.006)
1.166

GA(1000) 3 0.6536
(0.750,0.175,0,

0.074,0)
1.176

GA(10000) 4 8.5650
(0.799,0.201,

0,0,0)
1.178

PLF 5 0.6355
(0.325,0.231,

0.177,0.266,0)
1.148

例2 为了检验遗传算法对含有大规模约束

的随机占优模型的计算能力,随机选取我国上市

公司中的75只股票资产在2000~2012年的月收

益率 来 构 建 随 机 占 优 模 型,E[g(y,ξ)]=

1.0071,当初始种群数为1000时,用遗传算法

得出的结果如图4所示.
利用上述根据遗传算法得出的最优结果求得

E[g(x,ξ)]=1.0083,优于原来的投资组合策

略.程序运行时间为6.134min,相同投资方案组

合情况下,大大快于文献[6]中算法的运行时间,

而且从图5中可以看出,用遗传算法求出的投资

组合结果整体优于原来的投资组合策略.

图4 遗传算法得出的最优结果

Fig.4 OptimalresultbyGA

图5 不同投资组合的样本月收益率比较

Fig.5 Thesamplemonthrateofreturncomparisonofthedifferentportfolios
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3 结 语

通过以上结果,可以看出遗传算法在解决二

阶随机占优模型中的优势.遗传算法不需要求解

目标函数和约束函数的次微分,也不需要模型满

足Slater约束规范,大大提高了问题的可解决性,

而且结果优于其他算法的结果.由于遗传算法在

解决复杂、困难的优化问题方面的优势,在信息量

如此巨大的今天,相信遗传算法会在金融、运筹领

域得到广泛的应用.
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Solutiontoconstrainedoptimizationproblemofsecond-order
stochasticdominancebygeneticalgorithm
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Abstract:Stochasticdominanceisfundamentalconceptineconomicsanddecision-makingtheory,and
iswidelyappliedtoportfoliooptimizationinrecentyears.Geneticalgorithmhastheadvantages,

whichdoesn'tneedtosolvethesubdifferentialofobjectfunctionandconstrainedfunctionortosatisfy
Slaterconstrainedrules,soitcansolvetheconstrainedsemi-infiniteandnon-smoothproblem.Two

examplesshowthatthegeneticalgorithmcanwellsolvetheportfoliooptimizationproblemandthe

efficiencyisgreatlyimproved.
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