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摘要:利用组合分析的方法先讨论了完全二部图 K5,7的点强可区别全染色,在此基础之上

给出了两种具体的关于完全二部图 K5,7的点强可区别全染色方案.此结果的给出不仅确定

了完全二部图K5,7的点强可区别全色数为9,而且对于胡志涛所提出的关于完全二部图的点

强可区别全染色的猜想:“如果m≥4且n<2m-2时,那么χvst(Km,n)=n+3”中当m=5时作

出了否定,从而进一步确定了此猜想成立的范围.
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0 引 言

图染色的基本问题就是确定其各种染色法的

色数.图的染色问题一直是图论研究的重要问题

之一,具有重要的理论和实际意义.现实生活中的

许多领域都会涉及图的着色,如任务分配问题、排
课表问题、存储问题、交通定向问题等.所以染色

问题一直是图论研究领域较为活跃的一部分.文
献[1]中,Zhang等提出了邻点强可区别全染色的

概念,并研究讨论了完全二部图的邻点强可区别

全染色.在文献[2]中胡志涛等通过对图的邻点强

可区别全染色的要求加强之后提出了图的点强可

区别正常全染色,并研究了完全二部图 K4,n(n>
4)的点强可区别全染色;文献[3-4]研究了当1≤
m≤3时的完全二部图Km,n(m≤n)的点强可区别

全染色;文献[5-8]给出了一些相关染色的结果.
本文讨论完全二部图K5,7的点强可区别全色数的

确切值,以进一步拓宽图的染色理论的应用范围.

1 定 义

定义1 设G=(V,E),f 是从V∪E 到{1,

2,…,k}的一个映射,其中k 是正整数.对任意

x∈V,令C[x]={f(x)}∪{f(y)|y∈V,y和x
相邻}∪{f(e)|e∈E,e和x 相关联},称之为x在

f 下的强色集合.令C[x]={1,2,…,k}\C[x].
若:(i)对任意uv,uw∈E,v≠w,有f(uv)≠

f(uw);
(ii)对任意uv∈E,f(u)≠f(v),有f(u)≠

f(uv),f(v)≠f(uv);
(iii)对任意u,v∈V,u≠v,有C[u]≠C[v]

那么称f 是图G 的一个使用了k 种颜色的点强

可 区 别 正 常 全 染 色.简 记 为 k-VSDTC,且 称

χvst(G)=min{k|G 存在k-VSDTC}为G 的点强

可区别全色数.
在本文中设V(K5,7)={u1,u2,…,u5,v1,

v2,…,v7},E(K5,7)={uivj|i=1,2,…,5,j=1,
2,…,7}.并且为了表示和叙述的简洁,用[n,m]
表示集合{n,n+1,n+2,…,m},用[n]表示集合

{1,2,…,n}.

2 主要结果

引理1[9] 如 果2≤m<n,那 么n+2≤
χvst(Km,n)≤n+3.

定理1 设K5,7为完全二部图,则χvst(K5,7)
=9.

证明 由引理1可以看出9≤χvst(K5,7)≤
10.下面探讨使用9种色的 K5,7点强可区别全染

色是否存在,如果存在,有哪些染色方案.



假设K5,7有一使用了颜色1、2、3、4、5、6、7、

8、9的9-VSDTCf,设在本文的染色过程中,点
ui(i=1,2,…,5)均染以颜色1,进而根据点vj(j
=1,2,…,7)的染色分以下情形讨论:

情形1 当f(v1)=f(v2)=f(v3)=f(v4)
=f(v5)=f(v6)=f(v7)=2时,f(uivj)∈[3,

9],i=1,2,…,5,j=1,2,…,7,此 时 无 论 边

f(uivj)如何染以颜色均导致C[ui]及C[vj]不可

区别,矛盾.
情形2 当f(v1)=f(v2)=f(v3)=f(v4)

=f(v5)=f(v6)=2,f(v7)=3时,f(uivj)∈[2,
9],不失一般性,设f(u1v1)=3,则f(u1vj)∈{2,
4,5,6,7,8,9},j=2,3,…,7.因为f(vj)=2,j=
1,2,…,6,可知边u1v7 的色是2,或者任意一条边

的色都不是2,据此再分以下两种情形讨论:
(1)f(u1v7)=2
由f(u1vj)∈[4,9],j=2,3,…,6.不失一般

性,设f(u1v2)=4,f(u1v3)=5,f(u1v4)=6,

f(u1v5)=7,f(u1v6)=8,有C[u1]=[8],此时点

u1 的强色集合已被确定.又因为f(u1v1)=3且

f(u2)=1,f(v1)=2,所以边u2v1 的色不是3.由

f(u2v1)∈[4,9],不失一般性,可设f(u2v1)=4,
同理可知,边u2v2 的色不是4,边u2v3 的色不是

5,边u2v4 的色不是6,边u2v5 的色不是7,边u2v6
的色不是8,边u2v7 的色不是2.由f(u2vj)∈{2,
3,5,6,7,8,9},不失一般性,可设f(u2v2)=3,

f(u2v3)=6,f(u2v4)=7,f(u2v5)=8,f(u2v6)=
9,f(u2v7)=5.此时C[u1]=C[u2],即点u1、u2 的

强色集合不可区别,矛盾.
(2)f(u1v7)≠2
不失一般性,设f(u1v7)=9,f(u1v2)=4,

f(u1v3)=5,f(u1v4)=6,f(u1v5)=7,f(u1v6)=
8,而此时边u2vj 无法按点强可区别的要求染以

颜色,矛盾.
情形3 当f(v1)=f(v2)=f(v3)=f(v4)

=f(v5)=2,f(v6)=f(v7)=3时,f(uivj)∈[2,
9],不失一般性,设f(u1v1)=3,f(u1v2)=4,

f(u1v3)=5,f(u1v4)=6,f(u1v5)=7,f(u1v6)=
8,f(u1v7)=2,有C[u1]=[8].因为f(u1v1)=3,
可知边u2v1 的色既不是2也不是3.由f(u2vj)
∈[2,9],j=1,2,…,7,不 失 一 般 性,可 设

f(u2v1)=4,f(u2v4)=7,f(u2v5)=3,f(u2v6)=
2,f(u2v7)=9,可知C[u2]={1,2,3,4,5,6,7,
9},且C[u1]=C[u2].由f(u1v7)=f(u2v6)=2
且f(vj)=2,j=1,2,…,5,所以f(u3vj)∈[3,

9],j=1,2,…,7.同理,f(u4vj)∈[3,9],j=1,2,
…,7,此时无论边u4vj 如何染以颜色,均导致

C[u3]=C[u4],矛盾.
情形4 当f(v1)=f(v2)=f(v3)=f(v4)

=2,f(v5)=f(v6)=3,f(v7)=4时,由f(uivj)

∈[2,9],可知边uiv5、uiv6,i=1,2,…,5的色都

不是3,边 uiv7 的 色 不 是 4,不 失 一 般 性,设

f(u1v1)=3,f(u1v2)=4,同理可得颜色2也只能

用于 染 边uiv5、uiv6、uiv7,i=1,2,…,5,此 时

f(u1vj)∈[5,9],j=3,4,5,6.不妨设f(u1v3)=
5,f(u1v4)=6,f(u1v5)=7,f(u1v6)=8,f(u1v7)

=2,显然C[u1]={9},由f(u1v1)=3,可知边

u2v1 的色不是3.不失一般性,可设f(u2v1)=4,
同理可设f(u2v2)=3,f(u2v3)=6,f(u2v4)=7,

f(u2v5)=8,f(u2v6)=2,f(u2v7)=9,显然C[u2]
={5},C[u1]≠C[u2].根据f(u1v1)=3,f(u2v1)
=4,可知f(u3v1)∈[5,9],不妨设f(u3v1)=5,
同理可设f(u3v2)=6,f(u3v3)=3,f(u3v4)=4,

f(u3v5)=2,f(u3v6)=9,f(u3v7)=8,此 时,

C[u3]={7}且点u1、u2、u3 的强色集合互不相等.
由f(u1v7)=2,f(u2v6)=2,f(u3v5)=2,以及

f(u4vj)∈[3,9],j=1,2,…,7,可知此时无论边

u4vj 如何染以颜色,均有C[u4]=∅且点u1、u2、
u3、u4 的强色集合互不相等.同理可知,f(u5vj)∈
[3,9],此时无论边u5vj 如何染以颜色,均 有

C[u5]=C[u4]=∅,矛盾.
情形5 当f(v1)=f(v2)=f(v3)=2,

f(v4)=f(v5)=3,f(v6)=f(v7)=4时,由

f(uivj)∈[2,9],可知边uiv1、uiv2、uiv3,i=1,2,
…,5 均 不 可 染 以 颜 色 2,不 失 一 般 性,可 设

f(u1v1)=3,f(u1v2)=4,f(u1v3)=5,f(u1v4)=
6,f(u1v5)=7,f(u1v6)=8,f(u1v7)=2,可得

C[u1]={9}.由f(u1v7)=2,可知边u2v7 的色不

是2.不妨设f(u2v6)=2,此时根据边u1vj 的染

色,不失一般性,可设f(u2v1)=4,f(u2v2)=3,

f(u2v3)=7,f(u2v4)=8,f(u2v5)=9,f(u2v7)=

5,显然有C[u2]={6},此时C[u1]≠C[u2].又因

为f(u1v7)=2,f(u2v6)=2,所以f(u3v7)≠2且

f(u3v6)≠2.由f(u3vj)∈[2,9],j=1,2,…,7,不
妨设f(u3v5)=2,f(u3v1)=9,f(u3v2)=8,

f(u3v3)=3,f(u3v4)=4,f(u3v6)=5,f(u3v7)=

6.可得C[u3]={7}且点u1、u2、u3 的强色集合互

不相 等.又 因 为 f(u1v7)=2,f(u2v6)=2,
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f(u3v5)=2,所以在边u4vj,j=1,2,…,7中,只
有u4v4 边可以染以颜色2,下面根据u4v4 边是否

选择染以颜色2分以下两种情形讨论:
(1)f(u4v4)=2
由f(u4vj)∈[2,9],j=1,2,…,7且f(u1v1)

=3,f(u1v2)=4和f(u2v1)=4,f(u2v2)=3,知

f(u4vj)∈[5,9],j=1,2,3,5,6,7.不失一般性,
可设f(u4v1)=7,f(u4v2)=6,f(u4v3)=5,

f(u4v5)=8,f(u4v6)=9,f(u4v7)=3.此 时

C[u4]=∅,进而可知f(u5vj)≠2.所以f(u5vj)
∈[3,9],j=1,2,…,7,此时导致u5vj 边无法正

常染色,矛盾.
(2)f(u4v4)≠2
由f(u4vj)∈[2,9],j=1,2,…,7及f(u1v4)

=6,f(u2v4)=8和f(u3v4)=4,f(v4)=3,可设

f(u4v4)=5,f(u4v1)=8,f(u4v2)=7,f(u4v3)=
6,f(u4v5)=4,f(u4v6)=3,f(u4v7)=9,此时

C[u4]=∅.因为f(u4vj)≠2,j=1,2,…,7,所以

边u5vj(j≠4)的色都不是2.以下根据边u5v4 是

否染以颜色2分两种情形讨论:
①f(u5v4)≠2
由f(u5vj)∈[3,9],j=1,2,3,5,6,7可知

C[u5]中 不 含 颜 色 2,即C[u5]= {2}.根 据

f(uivj),i=1,2,3,4,j=1,2,…,7的染色,可设

f(u5v1)=5,f(u5v2)=9,f(u5v3)=4,f(u5v4)=
7,f(u5v5)=8,f(u5v6)=6,f(u5v7)=3,此时可

得点u1、u2、u3、u4、u5 的强色集合互不相等,但

C[v2]=C[v5]={5,6},所以点v2、v5 的强色集合

不可区别,矛盾.
②f(u5v4)=2
此时有f(u5vj)∈[3,9],j=1,2,3,5,6,7.

又因为C[u1]={9},C[u2]={6},C[u3]={7},

C[u4]=∅,为了使点u1、u2、u3、u4、u5 的强色集

合两 两 可 区 别,则 必 有C[u5]= {5}.而 由

f(u1v1)=f(u2v2)=f(u3v3)=f(u4v6)=3,可知

颜色3只能用于染边u5v7,即f(u5v7)=3.同理

可得颜色4只能用于染边u5v3,即f(u5v3)=4.
进而可得f(u5v1)=7,f(u5v2)=6,f(u5v5)=8,

f(u5v6)=9.此时可得C[u5]={5},且点u1、u2、

u3、u4、u5 的强色集合互不相等,并使得C[v1]=
{5,8},C[v2]={5,9},C[v3]={6,9},C[v4]=
{7,9},C[v5]={5,6},C[v6]={6,7},C[v7]=
{7,8},即C[v1]、C[v2]、C[v3]、C[v4]、C[v5]、

C[v6]、C[v7]互不相等,从而点v1、v2、v3、v4、v5、
v6、v7 的强色集合两两可区别.综上可知在所给

正常全染色下,图 K5,7的任意两个顶点的强色集

合不同,因此f是点强可区别的,具体染色如图1
所示.

所以χvst(K5,7)=9.
除了图1所给出的染色方案,图2给出了完

全二部图K5,7的另一种点强可区别全染色的方

案.

图1 K5,7的点强可区别全染色方案1
Fig.1 Scheme1ofthevertexstronglydistinguishing

totalcoloringofK5,7

图2 K5,7的点强可区别全染色方案2
Fig.2 Scheme2ofthevertexstronglydistinguishing

totalcoloringofK5,7

3 结 语

本文利用组合分析法讨论了完全二部图K5,7

的点强可区别全染色,并得到完全二部图 K5,7的

点强可区别全色数χvst(K5,7)=9,并在此基础之

上给出了两种具体的关于完全二部图K5,7的点强

可区别全染色方案.此结果的得出直接对文献[9]
当中胡志涛提出的关于完全二部图的点强可区别

的猜想:“如 果 m≥4且 n<2m-2时,那 么

χvst(Km,n)=n+3”中当m=5时作出了否定,从
而进一步确定了此猜想成立的范围.此结论的得

出不仅为研究 Km,n(m≥4,n<2m-2)这类完全

二部图的点强可区别全染色奠定了基础,也为研

究更多类的完全二部图 Km,n的点强可区别全染

色提供了思路方法.
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Probeofschemesforvertexstronglydistinguishingtotalcoloring
ofcompletebipartitegraphK5,7

WANG Bei-bei1, QI Li-juan*2, LIU Xin-sheng1, CHEN Xiang-en1

(1.CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China;

2.DepartmentofBasicSciences,LanzhouInstituteofTechnology,Lanzhou730050,China)

Abstract:Firstly,thevertexstronglydistinguishingtotalcoloringofcompletebipartitegraphK5,7is
discussedusingthemethodofcombinatorialanalysis.Then,basedonthediscussion,twoschemes
aboutthevertexstronglydistinguishingtotalcoloringofcompletebipartitegraphK5,7 areput
forward.Theresultsnotonlyhelptodeterminethevertexstronglydistinguishingtotalchromatic
numberofcompletebipartitegraphK5,7 whichisequaltonine,butalsonegatetheconjecture
proposedbyHuZhi-tao:″Ifm≥4andn<2m-2,thenχvst(Km,n)=n+3″whenm=5.Furthermore,
thescopewhichmakesthisconjectureestablishedisdetermined.

Keywords:propertotalcoloring;completebipartitegraph;vertexstronglydistinguishingtotal
coloring;vertexstronglydistinguishingtotalchromaticnumber
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