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摘要:对抽象约束优化问题的序列近似方法的收敛性进行讨论,证明了在目标函数序列连

续收敛和约束集合序列收敛的条件下,序列近似问题的全局最优值收敛到原问题的最优值.
进一步,证明了在序列近似问题目标函数和约束集合具有某些单调性质的前提下,把目标函

数序列连续收敛减弱到上图收敛,该结论仍然成立.最后,将这一结果用于分析互补约束优化

问题的光滑化方法的收敛性中.
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0 引 言

Rockafellar等[1]1998年在著作 Variational
Analysis中讨论了很重要的集值映射和函数列的

收敛问题,其中集合序列的极限是集值映射的极

限与连续性的基础,集值映射序列的收敛包含了

逐点收敛、图收敛、连续收敛、一致收敛,函数列的

收敛有逐点收敛、连续收敛、上图收敛、一致收敛

等.随着对更多的关于收敛问题的深入了解,这些

序列收敛在约束优化近似方法中的应用越来越重

要.Mordukhovich[2-3]也给出了关于集值映射序

列很多重要的性质.
考虑下面的约束优化问题:

(P) min f(x)

s.t. x∈C
若存在ε>0使得

f(x)≥f(x);∀x∈C∩B(x,ε)
则称x为问题(P)的局部最优解.若

f(x)≥f(x);∀x∈C
则称x为问题(P)的全局最优解,α∶=f(x)即为问

题(P)的最优值[4].
为了得到问题(P)的最优解,往往需要验证

下面的最优必要性条件:
设x为问题(P)的局部最优解,函数f 在x处

可微,则

0∈ f(x)+N(x)
其中 f(x)、N(x)分别定义为函数f 在x处的梯

度与x处的法锥,函数f 也可能具有一些不好的

性质,例如非光滑、非凸等,这时就需要用到次微

分和次梯度的概念,详细定义可见文献[5-6].
目前,学者们对问题(P)的求解方法已经有

了很多研究,例如罚函数方法、内点法、增广拉格

朗日法、序列二次规划方法等,想要了解非线性问

题的求解方法可以参考文献[7]等.在许多问题

中,都要用到序列近似方法来解决,即遇到复杂难

以求解的问题时,往往用一系列性质简单且容易

解决的问题来近似原问题,Hong等[8]运用序列

凸近似方法解决了复杂的DC问题,而在一般情

况下,通常考虑序列问题:
(Pv) min fv(x)

s.t. x∈Cv

其中v∈N 是自然数序列.问题(Pv)通常是一列

容易求解的近似问题,然而为了得到原问题(P)
的最优值,近似问题序列(Pv)需要满足一定的条

件,即问题(Pv)的最优值收敛到问题(P)的最优

值.很多文献都考虑了这个条件.如文献[1]中有

如下定理:
(最小化问题中的收敛性,最终有界条件下的

极小化收敛)假设序列{fv}v∈N 是最终水平有界



的,fv e
→f 且fv 与f 是下半连续的、正常的,则

有inffv→inff.
若满足上述定理中的条件,则可通过对序列

问题(Pv)的求解来得到原问题(P)的最优值.本
文将会基于此定理,进一步考虑序列问题(Pv)与
原问题(P)的最优值之间的关系.

1 预备知识

在本章中介绍一些将要用到的定义和基本结果.
定义1[1](内外极限的定义)

limsup
v→∞

Cv∶={x:∃N∈N#
∞,∃xv∈Cv(v∈N),

s.t.xv N
→x} (1)

liminf
v→∞

Cv∶={x:∃N∈N∞,∃xv∈Cv(v∈N),

s.t.xv N
→x} (2)

其中N∞∶={N⊆N:N\N 有限};N#
∞∶={N⊆N:N

是无穷子列},其中 N 表示自然数的集合.例如,
奇数集合以及偶数集合都属于N#

∞.
如果内极限与外极限相等,则称序列的极限

C存在,

 lim
v→∞

Cv=limsup
v→∞

Cv=liminf
v→∞

Cv=C (3)

定义2[1](连续收敛) 函数列fv 连续收敛

到f,若当xv→x,有fv(xv)→f(x).
定义3[1](上图) 对于函数f:Rn→R,f 的

上图是集合

epif∶={(x,α)∈Rn×R:α≥f(x)}
定义4[1](上图收敛) 设{fv}是定义在Rn

上的函数序列,x是Rn 中的一点,则

 (e-liminf
v

fv)(x)=min{α∈R:∃xv→x,

s.t.liminf
v

fv(xv)=α}

 (e-limsup
v

fv)(x)=min{α∈R:∃xv→x,

s.t.limsup
v

fv(xv)=α}

因此,fv e
→f 当且仅当在每一点x,有

liminf
v

fv(xv)≥f(x);∀xv→x

limsup
v

fv(xv)≤f(x);∃xv→x

定义5[1](有效域) 对于函数f:X→R,它的

有效域定义为

domf∶={x∈X:f(x)<∞} (4)
如果至少存在一点x∈X 满足f(x)<∞,且对所

有的y∈X,f(y)<∞;否则称f是非正常的.

定义6[1](指示函数) 集合C的指示函数

δC(x)=
0; x∈C
∞; x∉C{

定义7[1](下半连续) 称函数f:Rn→R在x
处是下半连续的,如果

liminf
x→x

f(x)≥f(x)

命题1[1](对于下半连续的刻画) 设f:Rn→
R,下述等价:

(a)f在Rn 上下半连续;
(b)上图epif是Rn×R中的一闭集合;
(c)对任何α∈R,水平集合lev≤αf 均是Rn 中

的闭集合.
定理1[1] 对于闭值的集值映射S:X⇒U,x

∈X,
(a)S在x处外半连续的充分必要条件是对任

意的ρ>0,ε>0,存在V∈N(x)满足

S(x)∩ρB⊆S(x)+εB;∀x∈V
(b)S在x处内半连续的充分必要条件是对任

意的ρ>0,ε>0,存在V∈N(x)满足

S(x)∩ρB⊆S(x)+εB;∀x∈V
定义8[1](水平有界性) 称函数f:Rn→R是

水平有界的,如果对每一α∈R,水平集合lev≤αf
是有界的(可能是空集).

定义9[1](一致水平有界性) 函数f:Rn×
Rm→R相对于u局部一致的关于变量x 水平有

界,如果对每一u∈Rm 与α∈R,存在邻域V∈
N(u)与一有界集合B⊆Rn,满足

{x:f(x,u)≤α}⊆B;∀u∈V (5)
定义10[1](最终有界性) 存在指标集合

N∈N∞满足,集合∪
v∈N

Cv 是有界的,称Cv 是最终

有界的.
命题2[1](最终水平有界) 设f:Rn→R,下

述等价:
(a)如果存在一水平有界函数g,有当v充分

大时,fv≥g,或如果集合序列domfv 是最终有

界的,则序列{fv}v∈N是最终水平有界的.
(b)若序列{fv}v∈N 是最终水平有界的,且

fv e
→f,则f是水平有界的,函数f实际上是下

紧致的.(下紧致:若∀α∈R,lev≤αf 都是紧致集)

(c)若fv e
→f 且f 是水平有界的,f不恒等

于∞,并且所有集合lev≤αf 是连通的,则序列
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{fv}v∈N是最终水平有界的.

2 求解带约束的序列问题的连续收

敛方法

2.1 约束优化问题的转化模型

考虑下面的序列问题:

(Pv) min fv(x)

s.t. x∈Cv

以及问题

(P) min f(x)

s.t. x∈C
其中fv、f为正常的下半连续函数,Cv、C为闭集,

v∈N.
为了求解该问题,将约束问题转化为无约束

问题.利用指示函数,可以将问题(Pv)等价地转化

为无约束问题:

minfv∶=fv+δCv(x)
问题(P)转化为无约束问题:

minf∶=f+δC(x)

2.2 连续收敛

考虑研究约束优化方法的关键条件:连续收

敛和当v→∞时,Cv→C的等价条件.
定理2 当v→∞时,Cv→C等价于epiδCv→

epiδC.
证明 观察指示函数的上图集合

epiδCv={(x,α):δCv≤α}={(x,α):x∈Cv,

α≥0}=Cv×R+

epiδC={(x,α):δC≤α}={(x,α):x∈C,

α≥0}=C×R+

可知当v→∞时,epiδCv→epiδC 等价于Cv×R+

→C×R+.
(i)首先证明由左式能得到右式.由Cv→C

得,∀xv∈Cv,∃x∈C,有xv→x.显然有(xv,1)→
(x,1),即得证.

(ii)再证由右式可以得到左式.由式(3)知,
欲证Cv→C,即证

limsup
v→∞

Cv⊆C⊆liminf
v→∞

Cv

同理,Cv×R+→C×R+等价于

limsup
v→∞

Cv×R+⊆C×R+⊆liminf
v→∞

Cv×R+

先证左边的包含关系,由外极限的定义1得

∀x∈limsup
v→∞

Cv,∃N ∈N#
∞,∃xv∈Cv,使 得

xv N
→x,所以有

(xv,1)
N
→(x,1)

由xv∈Cv 知,(xv,1)∈Cv×R+,又Cv×R+→C×
R+,得

(x,1)∈C×R+

知x∈C.所 以∀x∈limsup
v→∞

Cv,有 x∈C,即

limsup
v→∞

Cv⊆C.

接下来用反证法证C⊆liminf
v→∞

Cv.假设∃x∈

C,且x∉liminf
v→∞

Cv,由于

(x,1)∈C×R+⊆liminf
v→∞

Cv×R+

与x∉liminf
v→∞

Cv 矛盾,∀x∈C 有x∈liminf
v→∞

Cv,

则可以得到

liminf
v→∞

Cv⊇C

则可知当v→∞时,Cv→C.可知上述包含关系成

立.
综上,当v→∞时,

Cv→C⇔Cv×R+→C×R+

即Cv→C⇔epiδCv→epiδC.
□

接下来,给出本章的关键性结论,即上图收敛

的充分条件.
定理3 由fv 连续收敛到f 以及Cv→C 两

个条件可以得到fv e
→f.

证明 为了方便起见,令gv(·)∶=δCv(·),

g(·)∶=δC(·).欲证fv e
→f,即fv+gv e

→f+g.
由fv 连续收敛到f,及定义2可知,∀xv→

x,zv→x,有
(a)liminf

v→∞
fv(xv)=f(x)=limsup

v→∞
fv(xv);

(b)limsup
v→∞

fv(zv)=f(x)=liminf
v→∞

fv(zv).

又由定理2得gv(·)e
→g(·).由上图收敛的

定义4知,∀x,有
(c)∀xv→x,liminf

v→∞
gv(xv)≥g(x);

(d)∃zv→x,limsup
v→∞

gv(zv)≤g(x).

由(a)+(c)、(b)+(d)得,∀x,可以得到如下

的不等式:

∀xv→x,liminf
v→∞

(fv(xv)+gv(xv))≥f(x)+g(x)

∃zv→x,limsup
v→∞

(fv(zv)+gv(zv))≤f(x)+g(x)

(6)
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很明显式(6)满足上图收敛的两个条件,即得

fv(·)+gv(·)e
→f(·)+g(·)等价于fv e

→f.
□

2.3 最终水平有界性

除了满足无约束目标函数序列fv 上图收敛

到f,本文还研究约束优化问题的序列近似方法

的另一个条件:{fv}最终水平有界性.
定理4 Cv 最终有界,则{fv}v∈N 最终水平

有界,且C为闭集.
证明 由定义6知,若δCv<∞,则x∈Cv.又

由有效域的定义5知domδCv为Cv.Cv 最终有界,

即domfv、domδCv最终有界,由命题2(a)知,fv、

δCv最终水平有界,又fv=fv+δCv,从而{fv}v∈N 最

终水平有界.

已知{δCv}v∈N 最终水平有界且δCv
e
→δC(定

理2),由命题2(b)知,δC 下紧致,即∀α∈R,

lev≤αδC 为 R 中紧致集,则为闭集.由命题1知,

epiδC 是Rn×R 中的一闭集合,又epiδC=C×
R+,则有C为闭集.

□
接下来给出fv、f是正常的下半连续函数的

充分条件.
定理5 若fv、f是正常的下半连续函数,且

Cv、C是闭集,则fv、f是正常的下半连续函数,其
中fv=fv+δCv,f=f+δC.

证明 首先,由已知fv 下半连续,Cv 是闭

集,来证fv 是下半连续函数.因为Cv 是闭集,则

∀xv∈Cv,xv→x,都有x∈Cv.
任取一固定的x∈Cv,由下半连续的定义7

知,只需证:

 liminf
xv→x
 fv(xv)=liminf

xv→x

(fv(xv)+δCv(xv))≥

fv(x)+δCv(x) (7)

由于fv 下半连续,有

liminf
xv→x

fv(xv)≥fv(x) (8)

又由指示函数知

liminf
xv→x

δCv=0=δCv(x) (9)

由式(8)和(9),知式(7)成立.fv 是下半连续函

数.同理可证f是下半连续函数.
由定义5和6显然可得fv、f是正常的.

□

综上所述:fv、f 是下半连续、正常的,Cv 是

闭集时,还需要下面3个条件:
(a)Cv 最终有界;

(b)Cv→C;
(c)fv 连续收敛到f.

就可以得到序列{fv}v∈N 是最 终 水 平 有 界 的,

fv e
→f且fv 与f是下半连续的、正常的,由引言

中定理可得

inffv→inff

3 用上图收敛解决带约束的单调序

列问题

3.1 约束优化问题的转化

考虑如下问题:

(P) min f(x)

s.t. x∈C
该问题等价于

(P) min t
s.t. f(x)-t≤0;x∈C,

(x,t)∈D
下面的序列问题

(Pv) min fv(x)

s.t. x∈Cv

等价于

(Pv) min t
s.t. fv(x)-t≤0;x∈Cv,

(x,t)∈Dv

其中fv、f为正常的下半连续函数,Cv、C为闭集,

v∈N.
为了求解该问题,将约束问题转化为无约束

问题.利用指示函数,可以将问题(Pv)等价地转化

为无约束问题:

minfv∶=t+δDv(x,t)
问题(P)转化为无约束问题:

minf∶=t+δD(x,t)
用连续收敛解决带约束的优化问题时,主要

用到Cv→C和Cv 最终有界两个条件.接下来在用

上图收敛解决此问题的过程中讨论结合地平函数

的约束集合Cv 最终有界性和利用条件Cv→C 来

证明转化后约束集合的收敛性(Dv→D),从而利

用引言中定理可得到想要的结论:inffv→inff.
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3.2 用上图收敛解决带约束的单调序列问题

“fv 连续收敛到f”这个条件太强了,本文中

利用上图收敛来代替连续收敛解决带约束的序列

问题,而“fv e
→f”的条件本身又太弱了,无法只

配合约束集合的收敛性来直接解决带约束的序列

问题,因此在目标函数序列上图收敛和约束集合

收敛的前提下,考虑函数列{fv}和集合列{Cv}为
单调的情况.考虑此类问题的意义在本文后面的

例子中可以体现,本文简称其为单调问题.重新刻

画单调问题,fv↗f,Cv↘C,首先证明单调问题的

两个刻画,两个条件保证了目标函数序列上图收

敛和约束集合收敛,即fv e
→f,Cv→C.显然有

Cv↘C⇒Cv→C,只需证明fv↗f⇒fv e
→f.

引理1[1] 如果序列{fv}为非减的(fv≤

fv+1),则有e-lim
v
fv 存在且等价于sup

v→∞
(clfv).

定理6 若fv↗f,且fv 下半连续,则有

fv e
→f.
证明 由引理1知

e-lim
v
fv=sup

v→∞
(clfv)

由于fv 下半连续,则clfv=fv,并且由fv↗f知

sup
v

fv=f.所以有e-lim
v
fv=f,即fv e

→f.

□
对于fv↗f,有∀v∈N,fv≤fv+1,且fv→f.

对于∀x∈Rn,fv(x)≤fv+1(x),则∀(x,αv)∈
epifv,∀(x,αv+1)∈epifv+1,有 epifv ⊇
epifv+1,所以epifv↘epif.另一方面,对于Cv↘
C,则有Cv⊇Cv+1,Cv→C.由epiδCv(x)=Cv×
R+,显 然 有 Cv×R+ ⊇Cv+1×R+,则 集 合 列

epiδCv↘epiδC.
前面用连续收敛解决带约束的序列问题中,

给出条件{Cv}最终有界.在单调问题中,结合地平

函数,给出条件K∩limsup
v→∞

Cv={0}且{C}都是连

通的.其中

K={0}∪{x≠0,∃xv→dirx,F(xv)有界}
这里F 取fv 或δCv.

定理7 K∩limsup
v→∞

Cv={0}且{C}都是连

通的⇒{Cv}最终有界.
证明 考虑u∈limsup

v
F(xv):∃N0∈N#

∞,

xv∈Cv,v∈N0 使得u=lim
v

F(xv).设{xv}是无界

的,即∃N∈N#
∞,x≠0有xv→dirx.根据地平外

极限的定义有

x∈limsup
v→∞

Cv

则F(xv)N
→u,{F(xv)}v∈N有界,与

K∩limsup
v→∞

Cv={0}

矛盾,所以{xv}是有界集.由xv∈Cv 知,Cv 是有界

集.由于Cv→C,所以∀x∈C,∃xv∈Cv,xv→x,即

x∈xv+εB∈Cv+εB
所以C有界.

存在等价关系

lev≤αδC={x:δC(x)≤α}={x:x∈C,α≥0}=C
所以δC 水平有界且显然δC≢∞,又lev≤αδC 连通,
可以由命题2(c)知,序列{δCv}最终水平有界,从
而∀α∈R,lev≤αδCv最终有界,即{Cv}最终有界.

□
定理8 若A=B∩C,则A∞⊆B∞∩C∞.
证明 由地平锥定义知

A∞={x:∃λv↘0,∃xv∈A,s.t.λvxv→x}
即对于∀x∈A∞,∃xv∈A=B∩C,使xv→dirx(x
≠0).显然由xv∈B,xv→dirx,知x∈B∞,同理x
∈C∞,x∈B∞∩C∞.

□
引理2[1](有界性的地平准则) 集合C⊆Rn

有界的充分必要条件是它的地平锥为0锥:C∞=
{0}.

引理3[1](水平集合的地平锥) 对函数f:Rn

→R与α∈R,有(lev≤αf)∞⊆lev≤0f∞.
由观察可得

epiδCv=Dv={(x,t):x∈Cv,fv(x)-t≤0}=
(Cv×R+)∩epifv=epiδCv∩epifv

epiδC=D={(x,t):x∈C,f(x)-t≤0}=
(C×R+)∩epif=epiδC∩epif

现在结合地平函数和{Cv}最终有界来讨论{f
v}的

最终水平有界性,由于f
v=t+δDv(x,t),即等价于

δDv的最终水平有界性,即Dv 的最终有界性.已知

{Cv}有界,根据定理8、引言中定理、命题3,由

Dv=epifv∩epiδCv可得

(Dv)∞⊆(epifv)∞∩(epiδCv)∞=
(lev≤tfv×(-∞,t))∞∩(Cv×R+)∞⊆

(lev≤0fv∞×{-1})∩({0}×{1})=
{0}×{0}
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所以知{Dv}是有界的,最终有界定义:存在指标

集合N∈N∞满足,集合∪
v∈N

Cv 是有界的,称Cv 是

最终有界的.所以由Cv 有界⇒Dv 有界,得 ∪
v∈N

Cv

有界⇒∪
v∈N

Dv 有界,所以{Dv}最终有界,即{f
v}最

终水平有界.
由定理4知,C是闭集.由定理5知fv、f是下

半连续、正常的.接下来只需证约束集合的收敛

性.设epifv=Av,epif=A,epiδCv=Bv,epiδC=
B.由上面知Av↘A,Bv↘B,现在证明Av∩Bv→A
∩B.

定理9 已知Av↘A,Bv↘B,fv 下半连续,

Cv 是有界闭集,证明Dv→D.
证明 由fv 下半连续知Av 是闭集,由Cv=

lev≤αδCv是有界闭集知Bv 是有界闭集.只需证明

limsup
v

(Av∩Bv)⊆A∩B⊆liminf
v
(Av∩Bv)

先证左边的包含关系,由内外极限的定义1知

limsup
v

(Av∩Bv)∶={x|∃N∈N#
∞,

∃xv∈Av∩Bv,

s.t.xv N
→x}

∀x∈limsup
v

(Av∩Bv),则∃N∈N#
∞,∃xv∈

Av∩Bv,v∈N,满足xv N
→x.由xv∈Av,xv N

→
x,且Av→A,有x∈limsup

v
Av⊆A;同理由xv∈

Bv,xv N
→x,且Bv→B,则有x∈limsup

v
Bv⊆B.

于是x∈A∩B.
现在证右边的包含关系,即证

liminf
v
(Av∩Bv)⊇A∩B

由C为闭集和定理1知,上式等价于证明对任意

ρ>0,ε>0,存在N∈N∞,使得

A∩B∩ρB⊆Av∩Bv+εB
由于Av↘A,Bv↘B,则Av⊇Av+1⊇A,Bv⊇Bv+1⊇
B,则Av∩Bv⊇A∩B,所以有

Av∩Bv+εB⊇A∩B∩ρB
即右边也成立.从而有

epiδCv∩epifv→epiδC∩epif
□

综述:对于满足fv、f 下半连续、正常的,Cv

闭集的序列问题,结合地平函数,满足条件

(a)K∩limsup
v→∞

Cv={0}且{C}都是连通的;

(b)fv↗f;

(c)Cv↘C.
就可由引言中定理得到

inff
v→inff

4 实 例

为了验证单调问题在实际中的意义,下面以

3个比较常用的问题作为例子.对于正常的下半

连续函数f 及约束集合C,构造正常的下半连续

函数序列fv 使fv↗f,以及闭约束集合Cv 使Cv

↘C.这样构造出满足上图收敛的单调序列问题,
然后就利用条件K∩limsup

v→∞
Cv={0}且{C}都是

连通的,就能得出序列近似问题的全局最优值收

敛到原问题的最优值,即

inffv→inff
例1 考虑下面的问题,其中f:Rn→R是正

常下半连续函数,F:Rn→Rm 连续,D⊆Rm 是一闭

集合,

min f(x)

s.t. F(x)∈D
设用指示函数转化为下面问题:

min f ∶=f(x)+δD(F(x))

s.t. x∈Rn

用罚函数构造序列近似问题

min fv∶=f(x)+θ(F(x),rv)

s.t. x∈Rn

函数θ:Rm×(0,∞)→R是下半连续的(文献

[1]中有证明),满足当rv→∞时,-∞<θ(F(x),

rv)↗δD(F(x)).由D 是闭集合,可知δD 下半连

续,又由函数θ的下半连续性及定理5可得fv、f
是正常下半连续的,Cv=Rn 闭.由此可得当v越

大时,rv 越大,且rv→∞,有fv↗f,即fv e
→f.设

存在某一r∈(0,∞)充分大使得函数x→f(x)+
θ(F(x),r)的水平集是有界的.考虑参数序列rv

≥r满足rv→∞,则有设xv 是对应于参数rv 的问

题的最优解,则序列{xv}v∈N 有界,即Cv 有界.又
由C=F-1(D),F 是连续的,D 是闭集,从而C是

有界闭集,只要给出连通的条件,就可以利用极小化

收敛定理得到序列近似问题全局最优值的收敛性.
例2 考虑下面的问题,其中f:Rn×Rn→R

为正常下半连续函数,h:Rn×Rn→Rl,g:Rn×
Rn→Rm,
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min f(x,y)

s.t. h(x,y)=0,

g(x,y)≤0,

0≤x⊥y≥0
由于互补条件的出现,该问题不满足通常的约束

条件,从而无法得到一阶必要性条件,给求解带来

了极大的困难.对此,先将其转化为

min f ∶=f(x,y)+δ[0l]h(x,y)+δRm
-g(x,y)

s.t. C={(x,y):0≤x⊥y≥0}
下面构造序列近似问题

min fv=f(x,y)+1εv h(x,y)+

1
εv [g(x,y)]+

s.t. Cv={(x,y):x≥0,y≥0,

xiyi≤εv,i=1,…,n}

集合Cv 是对集合C 的松弛.其中对于 N∈N∞,

∀v∈N,∃εv↘0.上述问题不存在互补条件,并
且将等式与不等式约束罚到目标函数上去,是一

系列相对容易求解的问题.
观察可得随着v越大,有εv↘0,fv↗f.证明

随着v越大,Cv↘C,由构造知Cv 单调,只需证Cv

→C,即证

limsup
v→∞

Cv⊆C⊆liminf
v→∞

Cv

右边显然可得.左边若成立,等价地有

 ∀(x,y)∈limsup
v→∞

Cv={(x,y):∃N∈N#
∞,

∃(xv,yv)∈Cv,

(xv,yv)N
→(x,y)}

都有(x,y)∈C.∀(xv,yv)∈Cv,xi
v≥0,yi

v≥0,

xi
vyi

v≤εv N
→0,i=1,…,n,从而有0≤xvyv N

→
xy≤0,则有0≤x⊥y≥0,即(x,y)∈C,得证Cv↘C.

已知f(x,y)是正常下半连续的,由指示函数

知f是正常下半连续的,要证明fv 是正常下半连

续的.设(xv,yv)=zv,(x,y)=z,由Cv↘C 知,当

εv↘0时有zv→z.由fv↗f知,supfv=f,当v足

够大时,∀ε>0,有fv+ε≥f.取ε=εv,从而有

 liminf
zv→z

  fv(zv)=liminf
zv→z

(fv(zv)+εv)≥

liminf
zv→z

  f(zv)≥f(z)≥fv(z)

所以证得fv 的下半连续性,且由构造知Cv 为闭

集合.所以可以由解决单调问题中的方法来解决

抽象约束优化问题的序列近似方法的收敛性.
例3 对于正常的下半连续函数f:Rn→R,

考虑下面问题:

min f(x)

s.t. h(x)=0,

g(x)≤0,

Sp
+∋H(x)⊥G(x)∈Sp

+,

x∈X
其中h:Rn→Rl,g:Rn→Rm,G:Rn→Sp,H:Rn→Sp,

Sp
+为p×p 的正半定对称矩阵构成的锥.这是一

个含有互补约束的半正定锥规划,在求解上有相

当大的难度.设H(x)=Y,G(x)=Z,利用指示函

数将原问题转化成下面的问题:

min f=f(x)+δ[0]{h(x)+ Y-H(x)+
Z-G(x)}+δRm

-g(x)

s.t. C={(x,Y,Z)∈X×Sp×Sp:

0⪯Z⊥Y⪰0}
构造一近似序列函数:

min fv=f(x)+12εv(h(x)2+ Y-H(x)2+

Z-G(x)2+ [g(x)]+ 2)

s.t. Cv={(x,Y,Z)∈X×Sp×Sp:

Y⪰0,Z⪰0,ZY⪯εvI}
对互补条件的松弛以及罚函数的使用,使得该序

列近似问题相对容易求解.由Z=G(x)∈Sp
+,Y∈

Sp
+知Z⪰0,Y⪰0,且有<Z,Y>=tr<ZY>≥0.当v

越大时,εv↘0,fv↗f,现在证明Cv↘C.由构造知

Cv 单调,只需证Cv→C,即证

limsup
v→∞

Cv⊆C⊆liminf
v→∞

Cv

右边显然可得.左边若成立,等价地有∀(x,Y,Z)

∈limsup
v→∞

Cv,都有(x,Y,Z)∈C.由外极限定义,

∀(x,Zv,Yv)∈limsup
v→∞

Cv,∃N∈N#
∞,∃v∈N,

(x,Zv,Yv)N
→(x,Z,Y).且∀(x,Zv,Yv)∈Cv,有

0≤Zi
vYi

v≤εv,所以

0≤<Zv,Yv>=tr(ZvYv)≤max
v
{εv}·p

N
→0

从而(x,Zv,Yv)∈C.左边的包含关系得证,即有

Cv↘C.同时由例2可知fv、f是正常下半连续的,

Cv 为闭集合.构造满足单调问题,从而可通过解

决单调问题来解决抽象约束优化问题的序列近似

方法的收敛性.
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5 结 语

为了解决约束优化问题的序列近似方法收敛

性,本文先用目标函数序列连续收敛、约束集合序

列收敛以及最终有界3个条件,得到序列近似问

题的全局最优值收敛到原问题的最优值,从而将

一复杂问题成功转化为一系列简单可解的问题.
由于连续收敛的条件比较强,利用比较弱的上图

收敛来替换连续收敛,需要证明两上图收敛集合

的交的收敛性,在非凸的条件下很难证明,所以考

虑目标函数序列和约束集合序列单调的情况下证

明.另一方面,利用地平函数和地平锥证明约束集

合的最终有界性从而解决约束优化问题的序列近

似方法收敛性,并将这一结果用于分析一些简单

的互补约束优化问题的光滑化方法的收敛性.在
接下来的工作中,将研究使两个单调序列的条件

弱化的情况,在只有一个为单调序列的条件,或者

更弱的条件下用上图收敛解决约束优化问题的序

列近似方法的收敛性.
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Convergenceofsequentialapproximationmethod
forconstrainedoptimizationproblems

DUAN Qing-song*

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Theconvergenceofthesequentialapproximation methodforabstractconstrained
optimizationproblemsisdiscussed.Itisprovedthattheglobaloptimalsolutionsofthesequential
approximationproblemsconvergetotheoptimalsolutionsoftheoriginalproblem underthe
continuousconvergencyoftheobjectivefunctionsequenceandtheconvergencyoftheconstrainedset
sequence.Moreover,iftheobjectivefunctionsequenceisassumedtobeepi-convergenceinsteadof
continuousconvergence,theconclusionstillholdswhensomemonotonicitypropertyoftheobjective
functionsandtheconstrainedsetsofthesequentialapproximationproblemsissatisfied.Atlast,the
researchresultcanbeappliedtoanalyzetheconvergenceofthesmoothing methodinsolving
complementarityconstraintoptimizationproblem.

Key words:continuousconvergence;epi-convergence;globaloptimalsolution;complementarity
constraintoptimization
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