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结构和材料参数对一类可压缩超弹性圆柱管翻转变形影响
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摘要:翻转管作为一种理想的防碰撞吸能元件在工程设计、航空航天等领域有着很广泛的应

用.研究了由一类可压缩超弹性材料组成的薄壁圆柱管的翻转有限变形问题,并将其归结为求

解一类二阶非线性常微分方程边值问题.由于无法得到该边值问题的解析解,并且传统的数值

求解方法也不适用,提出一种改进的打靶法对其进行有效数值求解,并分析解的定量行为.数值结

果显示翻转后圆柱管厚度和轴向伸长率随着初始厚度的增大而增大,且圆柱管处于压缩状态;轴
向伸长率随着泊松比的增大而减小.此外,还与不可压缩材料的圆柱管翻转问题进行了对比.
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0 引 言

翻转,即由内向外翻转或者由外向内翻转,可
以认为是一种可控行为,翻转管作为理想的能量

吸收元件,在工程设计、航空航天等领域得到了广

泛的应用.利用翻转管技术制造零件具有工艺简

单、工序少、成本低、使用可靠、轻量化等一系列优

点.1966年,美国宇航局使用翻转管作航天飞行

器软着陆的保护吸能装置,相关内容见文献[1].
关于超弹性材料组成的圆柱管翻转问题的理

论研究首先是由Rivlin[2]和Chadwick等[3]进行

的,作者主要讨论管翻转后仍保持圆柱形的假设

下翻转解的存在性和唯一性.但是对于不同材料

及不同结构,翻转问题的力学行为是多种多样的.
对于不可压缩材料,Haughton等[4]考虑由一类

Ogden材料组成的不可压缩超弹性圆柱管的翻转

有限变形问题,并研究了初始厚度为参数时,翻转

解的稳定性.作者发现薄壁圆柱管翻转后仍为圆

柱形,厚壁圆柱管翻转后会出现分岔.赵巍等[5]研

究由一类横观各向同性不可压缩neo-Hookean
材料组成的翻转圆柱管的有限变形问题.作者揭

示了初始厚度对有限变形的影响,并且讨论了径

向横观各向异性参数对轴向伸长率的影响.一般

地,对于不可压缩材料,由不可压缩条件和积分变

换可以得到翻转问题的解析解.Haughton等[6]

发现当材料满足Blott-Ko不等式时,对于任意厚

度的球壳都存在唯一的球对称翻转解,并且理论

上讨论了圆柱管和球壳翻转问题的相似点和不同

点.然而对于可压缩材料,解析解的存在性严格依

赖于应变能函数的形式.Carroll等[7]研究一系列

可压缩材料结构体有限变形的封闭形式的解,其
中也得到了在不考虑边界条件和端部条件的情况

下,关于Blatz-Ko材料组成的圆柱管和球壳翻转

问题的封闭形式解.Haughton和Orr[8]考虑了几

类各向同性可压缩超弹性厚壁圆柱管的翻转问

题,得到了对于Varga材料,只能利用数值模拟,
定量分析翻转解的行为.Haughton和Chen[9]利
用 WKB方法研究由Varga材料组成的翻转圆柱

管和球壳的分岔行为,得到详细的分岔准则.
Haughton[10]考虑了近似可压缩超弹性厚壁圆柱

管的翻转问题,主要研究充分厚的圆柱管翻转后

的有限变形以及相对薄的圆柱管的失稳问题.上
述翻转问题都可以归结为一类非线性常微分方程

边值问题.问题的非线性,增加了求得解析解的难



度.Zhao等[11]研究由一类特殊的可压缩材料组

成的圆柱管的翻转问题,得到该问题的精确解.作
者利用数值模拟,揭示材料参数和初始厚度对翻

转后的轴向伸长率和内外半径的影响.上述翻转

问题都可以归结为一类二阶非线性常微分方程边

值问题.但由于可压缩材料的特殊性,能够通过传

统方法求得的翻转解析解很有限,所以利用数值

方法求解此类问题、分析解的定量行为就显得尤

为重要.
本文的目的是将薄壁可压缩超弹性圆柱管翻

转问题的数学模型归结为二阶非线性常微分方程

和相应的边界条件问题,利用一种改进的打靶法

求解,并利用数值模拟,分析该翻转解的定量性

质,讨论初始厚度和材料参数对结构翻转有限变

形的影响.

1 控制方程和边界条件

假设翻转前后的圆柱管在柱坐标系下的初始

构形、现时构形以及在轴对称变形假设下的变形

模式分别为

0<A≤R≤B,0≤Θ≤2π,0≤Z≤L (1)

0<a≤r≤b,0≤θ≤2π,-l≤z≤0 (2)

r=r(R),θ=Θ,z=-λZ (3)
式中:r(R)为翻转后的半径,λ为轴向伸长率,且
a=r(B),b=r(A).

伸长张量主值、Cauchy应力主值以及简化后

的平衡微分方程如下:

λ1=-r',λ2=r/R,λ3=λ (4)

Jσii=λiWi(i=1,2,3,不求和) (5)

Rr″W11+(λ1+λ2)W12-W1-W2=0 (6)
式中:r'=dr/dR,Wi=∂W/∂λi,Wij=∂2W/∂λi∂λj

(i,j=1,2,i≠j).对于可压缩材料,由J=λ1λ2λ3
>0可知r'<0.

超弹性材料的本构关系可完全由其应变能函

数表示出,它们的形式也是多种多样的,如W=

W(λ1,λ2,λ3)=W
􀮨(I1,I2,I3)=W

􀮨(i1,i2,i3)[4-8],
其中I1、I2、I3 表示右Cauchy-Green变形张量的

主不变量;i1、i2、i3 表示右Cauchy-Green伸长张

量的主不变量.2001年,Shang等[12]提出了一种

应变能函数,有如下的形式:

W=W
􀮨(j1,j2,j3)=
C1(j1-3)+C2(j2-3)+C3(j3-1)(7)

其中j1=i1,j2=i2/i3,j3=i3;C1、C2 和C3 是材料

常数,有如下定义:

C1=μ
1-3υ
1-2υ

,C2=μ
1-υ
1-2υ

,C3=μ
2υ
1-2υ

其中μ和υ是在无穷小变形下的剪切模量和泊松

比,μ>0,0<υ<1/3.作者研究了关于此类可压缩

材料组成的球体的空穴分岔问题.本文拟研究此

类可压缩超弹性材料组成的圆柱管翻转有限变形

问题.
由于翻转后圆柱管内外表面无应力,得到边

界条件

σ11(a)=σ11(b)=0,0≤θ≤2π,-λL≤z≤0 (8)
假设端部合力为零,近似平均端部条件为

N =2π∫
b

a
rσ33dr=0,z=-λL (9)

2 数值求解及算例

将式(7)代入方程(6)及边界条件(8)和(9),
得到下面方程:

 r″+ ( C1
C2R-

R
2r2 )(r')3-12Rr'=0 (10)

 r'(B)=- ( C2
C1+C3λa/B)

1/2
(11)

 r'(A)=- ( C2
C1+C3λb/A )

1/2
(12)

 C3
C1-C2λ-2=

A2-B2

b2-a2
(13)

将式(13)代入方程(10)~(12),并利用Ci(i
=1,2,3)的表示式,可得

r″(R)+ (1-3υ1-υ
·1

R-
R

2r(R)2 )(r'(R))3-
1
2Rr'

(R)=0;

r'(A)=-{[r(A)2-r(B)2+A2-B2]/
[r(A)2-r(B)2+(A2-B2)×
(λ-2+(λ-λ-1)r(A)/A)]}1/2;

r'(B)=-{[r(A)2-r(B)2+A2-B2]/
[r(A)2-r(B)2+(A2-B2)×
(λ-2+(λ-λ-1)r(B)/B)]}1/2 (14)

显然,方程(14)构成了一个典型的二阶非线

性常微分方程边值问题.经典的打靶法是利用一

个边界条件和微分方程联立,将问题化为初值问

题进行求解,然后再通过另一个边界条件修正,从
而得到达到精度要求的数值解.而边值问题(14)
的边界条件非常规,是关于翻转后内、外半径以及

轴向伸长率三者之间的关系式,所以经典打靶法

不适用.本文提出一种改进的打靶法,其主要思想

是先给定两个变量,利用第一边界条件和微分方
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程联立,运用四阶龙格-库塔方法,得到第三变量,
修正上述变量中的一个;同时利用第二边界条件

和微分方程联立,运用四阶龙格-库塔方法,得到

另一个第三变量,从而修正另一变量.这样,通过

两次修正得到关于翻转后内、外半径以及轴向伸

长率三者之间的关系.数值上讨论了结构参数和

材料参数对有限变形的影响,参见图1~3,其中δ
=A/B,η=a/b.

图1揭示了初始厚度对圆柱管翻转后厚度的

影响.由图1(a)可见,对于给定的υ,翻转厚度η
随着初始厚度δ 的增加而增大,而泊松比υ对变

形厚度的影响不大;图1(b)是局部放大图.对比

赵巍等[5]研究的不可压缩材料组成的翻转圆柱管

的有限变形问题,发现初始厚度对圆柱管翻转后

厚度的影响是类似的.

(a)η-δ

(b)局部放大

图1 不同υ下的η-δ曲线

Fig.1 Curvesofηversusδforvariousvaluesofυ

图2揭示了轴向伸长率和翻转前后圆柱管厚

度的关系.由图可见,轴向伸长率λ随着厚度的增

加而增大,随着泊松比的增加而减小,且λ<1.即
圆柱管处于压缩的状态.进一步地,可以看出翻转

后圆柱管的厚度变小,这与不可压缩材料在变形

过程中的状态改变是不同的.
图3揭示了不同υ下的应力分布.容易看出

翻转后圆柱管的内部σ11<0,圆柱管表面σ11≤0,
这与边界条件相吻合.σ22和σ33随着翻转后半径的

增加而增大.应力的性质与文献[7]中的可压缩材

料的相应性质相似.而且,可以看出泊松比υ对于

翻转后应力的影响不大.

图2 不同υ下δ,η-λ曲线

Fig.2 Curvesofδ,ηversusλforvariousvaluesofυ

图3 不同υ下的应力分布

Fig.3 Thestressdistributionsforvariousvaluesofυ

3 结 语

本文得到了由一类可压缩超弹性材料组成的

薄壁圆柱管翻转有限变形边值问题的数值解:
(1)初始厚度δ越大,翻转后圆柱管厚度η越大;
(2)初始厚度δ越大,轴向伸长率λ越大,且

圆柱管处于压缩状态;
(3)泊松比越大,轴向伸长率λ越小.
与文献[11]中所考虑的可压缩材料(可求得

翻转精确解)相比,可以发现初始厚度、轴向伸长

率以及翻转后厚度之间的关系具有比较类似的性

质.与此同时,与文献[5]中考虑的不可压缩材料

相比,翻转变形前后圆柱管厚度的关系相类似.
本文考虑的是稳定状态下圆柱管翻转后的有

限变形问题.针对可压缩材料,通过比较,证明了改

进的打靶法的有效性.这也为解决其他可压缩材料

组成的结构体的翻转问题提供了一种方法.在此基

础上,后续可以考虑利用增量方程的方法研究翻转

失稳问题,讨论导致失稳的控制参数的临界值.
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Influencesofstructureandmaterialparameteroneverteddeformation
foracylindricaltubecomposedofcompressiblehyperelasticmaterials

ZHAO Wei1,2, YUAN Xue-gang*1,2, ZHANG Hong-wu1

(1.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofScience,DalianNationalitiesUniversity,Dalian116600,China)

Abstract:Theevertedtubes,whichcanberegardedasanidealanti-collisionenergyabsorbing
component,arewidelyappliedtoengineeringdesign,aerospaceandmanyotherfieldsofreallife.The
problemoffinitedeformationisexaminedforathin-walledevertedcylindricaltubecomposedofaclass
ofcompressiblehyperelasticmaterials,andthenitisdescribedasaclassofboundaryvalueproblems
(BVPs)ofacertainsecond-ordernonlinearordinarydifferentialequation(ODE).Sincetheexact
solutioncannotbeobtained,andtheclassicalnumericalmethodsarenotsuitable,amodifiedshooting
methodisproposedtosolvethisclassofBVPseffectively,andthequantitativebehaviorsofthe
solutionsareanalyzed.Thenumericalresultsrevealthethicknessandtheaxialstretchrateofthe
evertedcylindricaltubeincreasewiththeincreasinginitialthickness,andthecylindricaltubeisinthe
stateofcompression;theaxialstretchratedecreaseswiththeincreasingPossion'sratio.Moreover,

theobtainedconclusionsarealsocomparedwiththosefortheincompressiblecases.

Keywords:compressiblehyperelasticmaterial;cylindricaltube;eversion;modifiedshootingmethod
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