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摘要:熵与相似度都是用来描述模糊集模糊程度的指标,现有方法都是通过将其刻画为具

体的数值展开研究.针对当模糊集的模糊程度具有不确定性,无法利用具体的数值表示时,如
何利用熵与相似度来进行度量的问题展开讨论.首先提出了直觉熵与直觉相似度的定义,其
次利用两个定理说明直觉熵与直觉相似度可以相互转化.
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0 引 言

熵在信息论中是用来衡量不确定程度的指

标,近年来在决策问题中得到了广泛的应用[1-5].

Xu等[4]通过熵和犹豫模糊集的Cross-熵,研究了

两种属性值为犹豫模糊集的多属性决策方法.Jin
等[5]建立了最小熵最优权准则的规划模型,并给

出了基于加权和评分函数的区间值直觉模糊多准

则群决策的具体方法.而相似度也是描述模糊集

模糊程度的指标,对于其与熵的关系,Wei等[6]展

开了相关的研究.
在上述研究中,通常将模糊集的模糊程度描

述为某个具体的数值,显然无法同时表述肯定和

否定的含义.而由于认识的复杂性,人们对事物认

知的表述往往具有不确定性.例如当模糊集的模

糊程度描述为“肯定为0.1,否定为0.5”时,如何

利用熵与相似度来表示是一个值得探讨的问题.
本文分别以模糊集的熵和相似度的概念为基础,

提出直觉熵和直觉相似度的概念并构建出相应的

表达式,对二者的关系展开讨论.

1 模糊集的直觉熵

本文基于模糊集的熵来定义直觉熵以及构造

具体的表达式.
设X 为论域,称映射μA:X→[0,1]为 X 的

一个模糊子集,μA(x)为x 对A 的隶属度,记

F(X)为X 上所有模糊子集组成的集合,P(X)为

X 上所有经典子集组成的集合.
定义1[7] X 为非空集合,若映射μA:X→

[0,1],νA:X→[0,1]满足

μA(x)+νA(x)≤1;∀x∈X
则称A=(X,μA,νA)为X 上的直觉模糊集,记为

A(x)=(μA(x),νA(x)),其中μA(x)、νA(x)分别

表示X 中元素x 对集合A 的隶属度和非隶属度.

X 中直觉模糊集的全体记为IF(X).
令L={(a,b)|a,b∈[0,1],a+b≤1},则直

觉模糊集A=(X,μA,νA)可以视为L-模糊集:

A:X→L,x→(μA(x),νA(x))

为了方便起见,用LX={A ∣A:X→L}来表

示IF(X).



1972年,DeLuca和Termini给出了关于模

糊集的模糊程度的公理性描述以及模糊集熵的定

义.
定义2[8] 如果E:F(X)→[0,1],A→E(A)

满足以下性质:

(E1)若A∈P(X),则E(A)=0;

(E2)若∀x∈X,μA(x)≡12
,则E(A)=1;

(E3)若∀x∈X,μA2
(x)≤μA1

(x)≤12
或者

∀x∈X,μA2
(x)≥μA1

(x)≥12
,则有 E(A2)≤

E(A1);

(E4)E(A)=E(Ac)

则称E 为模糊集F(X)上的熵.
例如,若X={x1,x2,…,xn},A 为论域X 上

的模糊子集,令μA(xi)·μcA(xi)=q(A,Ac),则

E(A)=1n∑
n

i=1
4q(A,Ac)为熵.

事实上,模糊集的熵通过建立一个从 F(X)

到[0,1]的映射来描述其模糊程度,利用对论域X
上每个元素隶属度来进行计算,得到介于[0,1]的

一个数值.这实质上等同于模糊集的去模糊化过

程.其不足之处在于一方面会造成部分可用信息

的丢失,使得结果具有不完整性;另一方面,由于

人们在对事物的认知过程中往往会表现出很大程

度的不确定性,这就使得对于模糊集模糊程度的

表述也有不确定性.例如设U={1,2,3,4,5},若
表示“靠近3”的模糊集,其隶属度函数可以表示

为A={(1,0),(2,0.6),(3,1),(4,0.6),(5,0)}.
也可以表示为B={(1,0),(2,0.7),(3,1),(4,

0.7),(5,0)},且 有 E(A)=0.384,E(B)=
0.336.这是由于对于模糊集模糊程度的认知存在

不确定性,导致对模糊集的描述方式不同,得到的

熵也不同.因此一个数值很难准确地描述这种性

质.这就需要将熵的取值从具体的数值推广至能

同时表示肯定及否定的量.基于此,提出模糊集直

觉熵的定义如下.
定义3 若ITE:F(X)→L满足:

(EP1)若A∈P(X),则ITE(A)=(0,1); 

(EP2)若∀x∈X,μA(x)≡12
,则ITE(A)=

(1,0); 

(EP3)若∀x∈X,μA2
(x)≤μA1

(x)≤12
或者

μA2
(x)≥μA1

(x)≥ 12
,则 有 ITE (A2)≤

ITE(A1);

(EP4)ITE(A)=ITE(Ac)

则称ITE 为模糊集上的直觉熵.
注 由L 的运算可知,若ITE(A1)=(a1,

b1),ITE(A2)=(a2,b2),则有

ITE(A1)≤ITE(A2)⇔a1≤a2,b1≥b2
例如,令μA(xi)∧μcA(xi)=t(A,Ac),μA(xi)

∨μcA(xi)=p(A,Ac),在X={x1,x2,…,xn}上定

义如下:

 ITE1(A)= (1n∑
n

i=1
2t(A,Ac),

1-1n∑
n

i=1
4q(A,Ac)) (1)

 ITE2(A)= (1n∑
n

i=1
4t2(A,Ac),

1-1n∑
n

i=1

t(A,Ac)
p(A,Ac)) (2)

 ITE3(A)= (1n∑
n

i=1

t(A,Ac)
p(A,Ac),

1-1n∑
n

i=1
2t(A,Ac)) (3)

定理1 ITEi(A)(i=1,2,3)为直觉熵.
证明 以i=3为例,首先证ITE3(A)∈L.

当0≤μA(x)≤12
时,有1

2≤μ
c
A(x)≤1,则

t(A,Ac)
p(A,Ac)=

μA(xi)
μcA(xi)

;2t(A,Ac)=2μA(x)

则有

0≤ 1n∑
n

i=1

t(A,Ac)
p(A,Ac)+1-1n∑

n

i=1
2t(A,Ac)≤1

即ITE3(A)∈L.

当1
2≤μA(x)≤1时同理可得.

(EP1)若A∈P(X),则μA(x)=0或μA(x)

=1,即

t(A,Ac)
p(A,Ac)=0;1-1n∑

n

i=1
2t(A,Ac)=1

也就是说ITE3(A)=(0,1).
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(EP2)若∀x∈X,μA(x)≡12
,则

t(A,Ac)
p(A,Ac)=1;1-1n∑

n

i=1
2t(A,Ac)=0

也就是说ITE3(A)=(1,0).

(EP3)若∀x∈X,μA2
(x)≤μA1

(x)≤12
,则

有

μA1
(xi)

μcA1(xi)
≥μ

A2
(xi)

μcA2(xi)
;2μA1

(x)≥2μA2
(x)

即ITE3(A2)≤ITE3(A1).

当μA2
(x)≥μA1

(x)≥12
时,同理可得.

(EP4)ITE3(A)=ITE3(Ac)显然得证.
其他情形同理可得.

□

2 模糊集的直觉相似度

相似度也是用来描述模糊集模糊程度的指

标.为了度量两个模糊概念的相似程度,在1987
年,Pappis和Karacapilidis给出了关于两个模糊

集相似度定义的公理性描述.
定义4[9] 若S:F(X)×F(X)→[0,1]满足:

(S1)若A∈P(X),则有S(A,Ac)=0;

(S2)S(A,A)=1;

(S3)S(A,B)=S(B,A);

(S4)∀A,B,C∈F(X),若A⊆B⊆C,则

S(A,C)≤S(A,B),S(A,C)≤S(B,C)

称S(A,B)为模糊集A、B 的相似度.
例如,若论域X={x1,x2,…,xn},A、B 为X

上的模糊集,令μA(xi)-μB(xi)=g(A,B),则

S(A,B)=1-max
xi∈X

g(A,B)

为模糊集A、B 的相似度.
事实上,模糊集的相似度是利用论域X 上两

个模糊集元素隶属度来确定[0,1]间的一个数值.
同样由于认知过程中的不确定性,需要将相似度

的概念推广至直觉相似度:

定义5 若ITS:F(X)×F(X)→L 满足以

下性质:

(SP1)若A∈P(X),则ITS(A,Ac)=(0,1);

(SP2)ITS(A,A)=(1,0);

(SP3)ITS(A,B)=ITS(B,A);

(SP4)∀A,B,C∈F(X),若 A⊆B⊆C,则

ITS(A,C)≤ITS(A,B),ITS(A,C)≤ITS(B,C)

称ITS(A,B)为A、B 的直觉相似度.
例如,令 X={x1,x2,…,xn},μA (xi)+

μB(xi)=h(A,B),定义

ITS1(A,B)= (1n∑
n

i=1

t(A,B)
p(A,B)

,max
xi∈X

g(A,B) )

(4)

ITS2(A,B)= (1n∑
n

i=1

t(A,B)
p(A,B)

,1
n∑

n

i=1

g(A,B)
h(A,B) )

(5)

定理2 ITSi(A,B)(i=1,2)为直觉相似

度.
证明 以i=2为例,首先证ITS2(A)∈L.

当μA(x)≤μB(x)时,有

t(A,B)
p(A,B)=

μA(xi)
μB(xi)

0≤1n∑
n

i=1

t(A,B)
p(A,B)+

1
n∑

n

i=1

g(A,B)
h(A,B)≤1

即ITS2(A)∈L.
当μA(x)≥μB(x)时,同理可得.
(SP1)若A∈P(X),则μA(x)=0或μA(x)

=1,有

1
n∑

n

i=1

t(A,Ac)
p(A,Ac)=0;

1
n∑

n

i=1

g(A,Ac)
h(A,Ac)=1

即ITS2(A,Ac)=(0,1).
(SP2)显然有ITS2(A,A)=(1,0).
(SP3)ITS2(A,B)=ITS2(B,A)显然得证.
(SP4)若A⊆B⊆C,则有μA(x)≤μB(x)≤

μC(x).
由式(5)可得

 ITS2(A,C)= (1n∑
n

i=1

t(A,C)
p(A,C)

,

1
n∑

n

i=1

g(A,C)
h(A,C) )=

(1n∑
n

i=1

μA(xi)
μC(xi)

,

1
n∑

n

i=1

μC(xi)-μA(xi)
μC(xi)+μA(xi))

 ITS2(A,B)= (1n∑
n

i=1

t(A,B)
p(A,B)

,
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1
n∑

n

i=1

g(A,B)
h(A,B) )=

(1n∑
n

i=1

μA(xi)
μB(xi)

,

1
n∑

n

i=1

μB(xi)-μA(xi)
μB(xi)+μA(xi))

由于

μA(x)
μC(x)≤

μA(x)
μB(x)

μC(xi)-μA(xi)
μC(xi)+μA(xi)≥

μB(xi)-μA(xi)
μB(xi)+μA(xi)

即ITS2(A,C)≤ITS2(A,B).
同理可得ITS2(A,C)≤ITS2(B,C).
其他情形同理可得.

□

3 直觉熵与直觉相似度的关系

直觉熵与直觉相似度都是描述模糊集模糊程

度的指标,二者之间的关系在本文中进行讨论.
定理3 设ITE 为模糊集的直觉熵,对于

∀A,B∈F(X),∀x∈X,构造函数如下:

f1(A,B)(x)=t(A,B)
2p(A,B)

f2(A,B)(x)=1- g(A,B)
2

f3(A,B)(x)=1+ g(A,B)
2

则ITE(fi(A,B))(i=1,2,3)为模糊集A、B 的

直觉相似度.
证明 以i=1为例,

(SP1)若A∈P(X),则∀x∈X,有

f1(A,Ac)(x)=t(A,Ac)
2p(A,Ac)=0

f1(A,Ac)∈P(X),即ITE(f1(A,Ac))=(0,1);

(SP2)∀x∈X,有

f1(A,A)(x)=t(A,A)
2p(A,A)=

1
2

则ITE(f1(A,A))=(1,0);

(SP3)显然ITE(f1(A,B))=ITE(f1(B,

A));

(SP4)若 A⊆B⊆C,则μA(x)≤μB(x)≤

μC(x),即

t(A,C)
2p(A,C)≤

t(A,B)
2p(A,B)≤

1
2

t(A,C)
2p(A,C)≤

t(B,C)
2p(B,C)≤

1
2

也就是说

ITE(f1(A,B))≥ITE(f1(A,C))

ITE(f1(B,C))≥ITE(f1(A,C))

i=2,3类似可得.

□
根据以上定理可知,给定一个模糊集的直觉

熵,可以得到相应的直觉相似度.
定理4 若ITS为模糊集的直觉相似度,则

ITS(A,Ac)为模糊集A 的直觉熵.
证明 (EP1)若A∈P(X),则ITS(A,Ac)

=(0,1);

(EP2)若∀x∈X,μA(x)≡12
,则 A(x)=

Ac(x),有ITS(A,Ac)=ITS(A,A)=(1,0);

(EP3)若∀x∈X,μA2
(x)≤μA1

(x)≤12
,则

有

μA2
(x)≤μA1

(x)≤12≤μ
c
A1
(x)≤μcA2(x)

即

A2⊆A1⊆Ac
1⊆Ac

2

也就是说

ITS(A2,Ac
2)≤ITS(A1,Ac

2)≤ITS(A1,Ac
1)

同理可得当∀x∈X,μA2
(x)≥μA1

(x)≥12
时,结

论仍成立;

(EP4)显然有ITS(A,Ac)=ITS(Ac,A).

□
综上模糊集的直觉熵、直觉相似度二者之间

等价,可以相互转化.

4 结 语

本文主要解决的是当考虑模糊集的模糊程度

具有不确定性时,如何利用熵与相似度来进行刻

画的问题.首先基于模糊集熵与相似度的定义,将

其取值范围进行推广,提出了直觉熵、直觉相似度

的定义以及具体的构建方法.然后对二者的关系

展开了讨论.由于熵在模糊多属性决策问题中被

034 大 连 理 工 大 学 学 报 第56卷 



用来确定指标集的权重,直觉熵与直觉相似度如

何在模糊多属性决策问题中进行应用是今后值得

研究的问题.
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Abstract:Bothentropyandsimilarityareusedtodescribethefuzzinessofthefuzzysets.Butin
existingmethods,theyarestillrepresentedasspecificvaluestobestudied.Aimingattheuncertainty
ofthefuzzinessofthefuzzysetswhichcannotbeexpressedbyspecificvalue,theproblemofhowto
measurewithentropyandsimilarityisdiscussed.Firstly,intuitionisticentropyandintuitionistic
similarityaredefined.Andthen,twotheoremsareproposedtoshowhowthesedefinitionscanbe
deducedtoeachother.
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