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摘要:在研究参数变分不等式稳定性理论及均衡约束数学规划的最优性条件时,计算参数

变分不等式解映射的伴同导数显得尤为重要.考虑了具有等式约束的广义多面体约束的参数

不等式.首先,在无约束规范条件下,利用二阶微分理论,给出了具有广义多面体约束的法锥

的图的法锥.其次,借助辅助多面体集合及约束规范条件,得到了更为简洁的法锥形式.最后,

给出参数变分不等式的解映射的伴同导数.
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0 引 言

在Banach空间X,Y,Z 及其对偶空间X*,

Y*,Z*中,考虑下面的参数变分不等式:

v∈f(x,p)+N(x;Ω);对所有的x∈Ω

x∈X 为决策变量,v、p 为扰动参量,其中v∈X*

是标准扰动变量,p∈Z是基本扰动变量.函数f:

X×Z→X* 严格可微.上述变分不等式可以等价

地表示为下面的标准变分不等式:对v∈X*,p∈

Z,存在x∈X 使得

<f(x,p)-v,z-x>≥0;对所有的z∈Ω
许多优化问题,比如参数互补问题、均衡问

题、KKT系统等都可以用上述参数变分不等式表

示.在本文中考虑Ω 是下面定义的广义多面体:

Ω={x∈X|Ax=b,<x*
i ,x>≤ci,i∈T}

其中A:X→Y 为线性有界算子,{x*
i }为一列线性

有界算子,T={1,2,…,m}(m≥1).记S:X*×Z

⇒X 为参数变分不等式的解映射,即

S(v,p)={x∈X|v∈f(x,p)+N(x;Ω)}

近年来许多学者对参数变分不等式进行了研

究,而且取得了不少成果[1-3].而参数变分不等式

的解映射也是研究的一个极其重要的方面,它为

具有均衡约束的优化问题的最优性条件[4]及稳定

性分析[1]提供了重要的理论依据.近年来,对这一

问题研究取得了许多重要的进展.Henrion等在

文献[5]中 利 用 二 阶 微 分 理 论 得 到 了 无 限 维

Banach空间中具有多面体约束的参数变分不等

式解映射的伴同导数.此后,Ban等在文献[6]中

建立了广义多面体约束的参数变分不等式的解映

射的伴同导数.此外,以c为变量得到扰动集合

Ω(c),文献[7-8]建立了此类多面体约束的参数变

分不等式的微分理论.本文将文献[5]中的多面体

推广到具有线性等式约束的广义多面体,在半无

限线性规划及无限维空间的广义线性规划中,许

多问题的约束都可以写成上述形式的广义多面

体,因此研究广义多面体集合具有十分重要的意

义.对于带有线性等式约束的广义多面体,为了得

到广义多面体集合法锥映射的图的极限法锥的简

洁形式,不能像文献[5]中定理4.2那样直接证明

得到,因此借助定义的辅助多面体集合,首先建立

辅助多面体集合的法锥映射的图的极限法锥的简



洁形式,然后建立广义多面体的法锥映射的图的

极限法锥的简洁形式,最后建立具有广义多面体

约束的参数变分不等式解映射的伴同导数.

1 预备知识

在这一部分中,介绍一些变分分析[9]中的基

本概念.首先介绍Frechet法锥.在非空集合Γ⊆

X 中,令x∈Γ,定义

N̂(x;Γ)={x*∈X* limsup
x→x

<x*,x-x>
x-x ≤0}

(1)

为Γ在x处的Frechet法锥(又叫预法锥或正则法

锥).在x∈Γ处的基本法锥为

N(x;Γ)=limsup
x→x

N̂(x;Γ) (2)

(又叫极限法锥或者 Mordukhovich法锥).当Γ
为凸集时,则上述定义的Frechet法锥和极限法

锥与凸分析中定义的法锥一致.设F:X⇒Y 是一

闭图的集值映射,(x,y)∈gphF∶={(x,y)∈X

×Y|y∈F(x)},F 在点(x,y)的Frechet伴同导

数(又叫预伴同导数)D̂*F(x,y):Y*⇒X* 定义

为

 D̂*F(x,y)(y*)={x*∈X*|(x*,-y*)∈

N̂((x,y);gphF)} (3)

伴同导数(或极限伴同导数或 Mordukhovich伴

同导数)定义为

D*F(x,y)(y*)={x*∈X*|(x*,-y*)∈

N((x,y);gphF)} (4)

由{v*
j|j∈J}产生的子空间的核表示为ker{v*

j|

j∈J}={x∈X|<v*
j ,x>=0,j∈J},这与kerA=

{x∈X|Ax=0}一致,记{v*}⊥={x∈X|<v*,x>

=0}.下面给出择一性定理,参见文献[5].

定理1 W 为向量空间,A:W→Rd 和B:W

→Rs 为线性映射.则下述两系统之一有解:

(1)∃x∈W 使得Bx≥0,Ax>0;

(2)∃λ∈Rd,∃μ∈Rs 使得λ≥0,λ≠0,μ≥

0,∑
d

i=1
λiAi+∑

s

j=1
λjBj=0,其中Ai、Bj 分别为A、B

的分量.

2 广义多面体约束的法锥映射的伴

同导数

定义法锥映射 F:X⇒X* 为 F(x)∶=N(x;

Ω),x∈X,及有效约束指标集为I(x)∶={i∈T|
<x*

i ,x>=ci},则集合Ω 法锥为

N(x;Ω)=A*Y* + {∑
i∈I(x)

λix*
i λi≥0} (5)

对x*∈F(x),由式(5)得

x*=A*y*+ ∑
i∈I(x),λi≥0

λix*
i ;y*∈Y*

记J(λ)∶={i∈I(x)|λi>0}为所有大于零的乘

子的集合.给定任意的P⊆Q⊆T,定义

AQ,P∶=span{x*
i|i∈P}+pos{x*

i|i∈Q\P},

BQ,P∶={x∈X|<x*
i ,x>=0,i∈P,<x*

i ,x>≤0,

i∈Q\P}

其中

span{x*
i |i∈P}= {∑

i∈P
λix*

i λi∈R,i∈P}

pos{x*
i|i∈Q\P}=cone{x*

i|i∈Q\P}

一般情况下,指标集Q 取为指标集I(x)的子集,

指标集P 取为指标集J(λ)的子集.下面给出在无

约束规范条件下,映射 F的图的Frechet法锥及

极限法锥.
定理2[6] 设(x,x*)∈gphF,I∶=I(x),

J∶=J(λ),AI,J和BI,J如上面定义.则

N̂((x,x*);gphF)=[AI,J+A*Y*]×
[BI,J∩kerA]

固定Q⊆T,令

SQ ∶={x∈X|<x*
i ,x>=ci,i∈Q;<x*

i ,x><ci,i∈

T\Q,Ax=b}

由式(5)知,集合 Ω 的法锥又可以表示为N(x;

Ω)=A*Y*+pos{x*
i|i∈I(x)}.由于P⊂I(x),

记指标集I(x,x*)∶={P⊂I(x)|x*∈A*Y*+

pos{x*
i|i∈P}}为由P 和N(x;Ω)生成的指标集

集合.
定理3 给定(x,x*)∈gphF,I∶=I(x,

x*),SQ 如上述定义.则

N((x,x*);gphF)= ∪
P⊂Q⊂I,P∈I,SQ≠Ø

[AQ,P+

A*Y*]×
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[BQ,P∩kerA] (6)

证明 首先证明“⊆”.取(v*,u)∈N((x,

x*);gphF),由法锥的定义式(2)知,存在N使得

k∈N,(v*
k ,uk)∈N̂((xk,z*

k );gphF),且k→∞,

(xk,z*
k )

gphF

 →
(x,x*),(v*

k ,uk)
w×w

 →
(v*,u).则

xk∈Ω,z*
k ∈N(xk;Ω).令I(xk)={i∈T|<x*

i ,

xk>=ci}为有效约束指标集,则有I(xk)⊂I(x).
取Q=I(xk),则Q⊂I,xk∈SQ,即SQ≠∅.又z*

k

∈N (xk;Ω),Q=I(xk),则 z*
k =A*y*

k +

∑
i∈Q

λikx*
i ,y*

k ∈Y,λik≥0,k∈N.取P⊆Q⊆I满

足P ∶={i∈Q|λik>0},k∈N.则z*
k =A*y*

k +

∑
i∈P

λikx*
i ∈A*Y* +pos{x*

i |i∈P},即P∈I.

由定理2知:(v*
k ,uk)∈[AQ,P+A*Y*]×[BQ,P∩

kerA].令k→∞,则(v*,u)∈[AQ,P+A*Y*]×
[BQ,P∩kerA].

证明“⊇”.取(v*,u)∈ ∪
P⊂Q⊂I,P∈I,SQ≠∅

[AQ,P+

A*Y*]×[BQ,P∩kerA],则存在P⊆Q⊆I满足

P∈I,(v*,u)∈[AQ,P+A*Y*]×[BQ,P∩kerA],

SQ≠∅.固定x̂∈SQ,则<x*
i ,x̂>=ci,i∈Q;<x*

i ,

x̂><ci,i∈T\Q;Ax̂=b.构造{xk}⊂X,xk=

1
kx̂+ (1-1k )x,k∈N,则xk→x,k→∞,xk∈SQ,

即xk∈Ω.在xk 处,I(xk)即为Q,则 N(xk;Ω)=

A*Y*+pos{x*
i|i∈Q},k∈N.又P∈I,则x*=

A*y*+∑
i∈P

λix*
i ,y*∈Y*,λi≥0.定义{z*

k }⊂

X*,z*
k =A*y*

k +∑
i∈P

(λi+1k )x*
i ,z*

k -x* →

0,k→∞.而P⊆Q,则z*
k ∈N(xk;Ω).将(xk,z*

k )

应用到定理2知:(v*,u)∈[AQ,P+A*Y*]×
[BQ,P∩kerA]=N̂((xk,z*

k );gphF).令k→∞,

则(v*,u)∈N((xk,z*
k );gphF),所以结论成立.

为了得到N((x,x*);gphF)的简洁形式,首

先要借助辅助多面体集合的法锥的简洁形式.下

面给出辅助多面体集合:

Θ={x∈X|<x*
i ,x>≤0,i∈T,Ax=0} (7)

固定x􀮨∈Θ,在x􀮨处有效约束指标集为I(x􀮨)={i∈T|

<x*
i ,x􀮨>=0}.选取Q⊆T,则记S􀮨 Q∶={x∈X|

<x*
i ,x>=0,i∈Q;<x*

i ,x><0,i∈T\Q,Ax=0},

G(x)∶=N(x;Θ)=A*Y*+{∑
i∈I(x􀮨)

μix*
i |μi≥0},

J(μ)∶={i∈I(x􀮨)|μi>0},I(x􀮨,x􀮨*)∶={P⊂

I(x􀮨)|x􀮨*∈A*Y* +pos{x*
i|i∈P}}.为证明方

便,简记I∶=I(x􀮨),I∶=I(x􀮨,x􀮨*),J∶=J(μ),下

面给出N((x􀮨,x􀮨*);gphG)的更一般的形式.
定理4 令(x􀮨,x􀮨*)∈gphG,假设{x*

i|i∈I}

线性无关及“约束规范条件”(kerA)⊥∩span{x*
i|

i∈I(x􀮨)}={0}成立,则

 N((x􀮨,x􀮨*);gphG)= ∪
J⊂P⊂Q⊂I

[AQ,P+A*Y*]×

[BQ,P∩kerA] (8)

证明 将定理3应用到辅助多面体集合得

 N((x􀮨,x􀮨*);gphG)= ∪
P⊂Q⊂I,P∈I,S􀮨 Q≠∅

[AQ,P+

A*Y*]×
[BQ,P∩kerA] (9)

只需证明在假设的两个约束规范之下,式(9)可简

化为式(8)即可.首先证明:当Q⊆I时,S􀮨 Q≠∅.当

Q=I时,x􀮨∈S􀮨 I,则S􀮨 Q≠∅成立.否则,假设S􀮨 Q≠

∅.由择一性定理知,存在αi,i∈Q,βj,j∈T\Q,βj

至少有 一 个 不 为0,y* ∈Y*,满 足 ∑
i∈Q

αix*
i +

∑
j∈T\Q

βjx*
j +A*y* =0.由I(x􀮨)的定义及Q⊂

I(x􀮨),有∑
j∈T\I

βj<x*
j ,x􀮨>=0.又<x*

j ,x􀮨><0,j∈T\

I,则βj=0,j∈T\I,则 ∑
i∈Q

αix*
i + ∑

j∈I\Q
βjx*

j +

A*y* =0.而A*Y*=kerA,则ξ=∑
i∈Q

αix*
i +

∑
j∈I\Q

βjx*
j =-A*y* ∈(kerA)⊥∩span{x*

i |i∈

I}.由 约 束 规 范 条 件 成 立 知 ξ=∑
i∈Q

αix*
i +

∑
j∈I\Q

βjx*
j =0.而{x*

i|i∈I}线性无关,则αi=βj=

0,这与βj 至少有一个不为0相矛盾,所以结论成

立.
下面只需证明:P∈I⇔J⊂P.首先证明

“⇐”.因为x􀮨*∈A*Y*+pos{x*
i|i∈J}⊂A*Y*

+pos{x*
i|i∈P},由I的定义知,P∈I.下面证明
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“⇒”.固定P∈I,取νi≥0,i∈P,w*∈Y* 满足x􀮨*

=A*w*+∑
i∈P

νix*
i .由P⊂I,及N̂(x􀮨,θ)的形式,

令

θi=
μi; i∈J

0; i∈I\J{

ηi=
νi; i∈P

0;i∈I\P{
(10)

则存在w􀮨*1 ,w􀮨*2 ∈Y* 满足x􀮨*=A*w􀮨*1 +∑
i∈I

θix*
i

=A*w􀮨*2 +∑
i∈I

ηix*
i ,由此得到∑

i∈I

(θi-ηi)x*
i +

A*(w􀮨*1 -w􀮨*2 )=0.又A*Y*=kerA,“约束规范

条件”成立,则ρ*=∑
i∈I

(θi-ηi)x*
i =-A*(w􀮨*1 -

w􀮨*2 )=0,而{x*
i|i∈I}线性无关,则θi-ηi=0,即

θi=ηi,i∈I.假设J⊆P,则存在i∈I使得i∈P\J.

由式(10)知0<μi=θi-ηi=0,矛盾,所以J⊆P.
综上所述,结论成立.

定理5 设(x,x*)∈gphF,{x*
i|i∈I}线性

无关,约束规范条件(kerA)⊥ ∩span{x*
i |i∈

I(x)}={0}成立.则

 N((x,x*);gphF)= ∪
J⊆P⊆Q⊆I

[AQ,P+A*Y*]×

[BQ,P∩kerA] (11)

证明 由定理4知:首先需要验证SQ≠∅,Q

⊆I.取x􀮨∈Θ 满足<x*
i ,x􀮨>=0,i∈I,<x*

i ,x􀮨><0,i

∈T\I,Ax􀮨=0,即I=I.固定Q=Q⊂T,则S􀮨 Q变

为S􀮨 Q={x∈X|<x*
i ,x>=0,i∈Q;<x*

i ,x><0,i∈

T\Q,Ax=0},由定理4知,S􀮨 Q≠∅,Q⊂I.取x􀮨∈

S􀮨 Q,则x+x􀮨∈SQ,且SQ≠∅,Q⊂I.在约束规范条

件成立及{x*
i|i∈I}线性无关的条件下,同定理4

中的证明一样,可得P∈I⇔J⊂P.综上所述,结

论成立.
最后,给出具有广义多面体约束的参数变分

不等式的解映射的伴同导数.
定理6 假设(v,p,x)∈gphS.f在(x,p)处

严格可微,pf(x,p)非奇异.令x*∶=-f(x,p),

则下面结论成立:

(i)伴同导数D*S(v,p,x):X*⇒X×Z*由下

面所示计算可得:

D*S(v,p,x)(x*)={(p*,q*)∈X×Z*|∃P⊂

Q⊂I,P∈I,SQ≠∅使q*=

- pf(x,p)*p*,

(xf(x,p)*p* -x*,p*)

∈[AQ,P+A*Y*]×[BQ,P∩

kerA]}

(ii)假设约束规范条件成立,{x*
i|i∈I}线性

无关,则

D*S(v,p,x)(x*)={(p*,q*)∈X×Z*|∃J⊂

P⊂Q⊂I使q*=- pf(x,

p)*p*,(xf(x,p)*p* -

x*,p*)∈[AQ,P+A*Y*]×
[BQ,P∩kerA]}

证明 (i)对(v,p,x)∈gphS,定义映射g:

X*×Z×X→X×X*为g(v,p,x)∶=(x,v-f(x,

p)),则gphS={(v,p,x)∈X*×Z×X|g(v,x,

p)∈gphF}=g-1(gphF).应用文献[9]中定理

1.17,可得N((v,p,x);gphS)= g(v,p,x)*×

N((x,v-f(x,p));gphF),由伴同导数的定义及

定理3知存在P⊂Q⊂I,P∈I,SQ≠∅,满足

(p*,q*,-x*)∈ g(v,p,x)*
AQ,P+A*Y*

BQ,P∩kerA

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则存在u∈AQ,P+A*Y*,u*∈BQ,P∩kerA 满足

p*=-u,q*= pf(x,p)*u,x*=- xf(x,p)*u,

即对P⊆Q⊆I,P∈I,SQ≠∅,有q*=- pf(x,

p)*p*, xf(x,p)*p* -x* ∈AQ,P+A*Y*,

p*∈BQ,P∩kerA,则(i)的结论成立.
(ii)由定理5知,在两个约束规范条件之下,

有式(11)成立,则(ii)同样成立.

3 结 论

本文主要建立了带有广义多面体约束的参数

变分不等式的解映射的伴同导数.从不同的角度

对文献[6]进行了深入的推广.首先,在无约束规

范的条件下,得到了法锥映射的图的法锥.其次,

借助辅助多面体集合及约束规范,得到了更为一

般的法锥形式.最后,得到参数变分不等式的解映
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射的伴同导数.
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Coderivativeofsolutionmappingtoparametricvariationalinequality
constrainedbygeneralizedpolyhedra

PANG Li-ping*1, LÜ Jia-jia1, MENG Fan-yun1, WANG Jin-he2

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.ComputerEngineeringInstitute,QingdaoTechnologicalUniversity,Qingdao266033,China)

Abstract:Itisofgreatimportancetocomputethecoderivativeofthesolutionmappingtothe
parametricvariationalinequalitywhileinvestigatingthestabilitytheoryoftheparametricvariational

inequalityandoptimalityconditionsofthe mathematicalprogramminggovernedbyequilibrium

constraints.A classofparametricvariationalinequalitiesconstrainedbygeneralizedpolyhedra

includingtheequalityconstraintsisconsidered.Firstly,byvirtueofthesecond-orderdifferentiation

theory,thenormalconeisgiventographofthenormalconeconstrainedbygeneralizedpolyhedra

withoutanyconstraintqualifications.Next,undertheauxiliarypolyhedralsetandtheprovided

constraintqualification,theformulaoftheabove-obtainednormalconeissimplified.Finally,the

coderivativeofthesolutionmappingtotheparametricvariationalinequalityisgiven.

Keywords:parametricvariationalinequalities;generalizedpolyhedra;coderivative
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