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摘要:主要研究Banach空间的不动点性质,并给出一种全新的证明方法.首先利用超幂方

法证明范数一致G光滑在凸集本身以及它的超幂上是相等的,然后利用反证法证明凸集在

范数一致G光滑下对非扩张映射具有不动点性质,最后证明了每个强超弱紧生成的Banach
空间在再赋范意义下满足每个弱紧凸集具有超不动点性质.
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0 引 言

文献[1]主要运用超幂方法先证明凸集具有

超正规结构,然后结合凸集的超弱紧性得出该文

中一个主要结果,即根据 Kirk等[2]结论(一个具

有正规结构的Banach空间中每个弱紧凸集对非

扩张映射具有不动点性质)证明了每个强超弱紧

生成空间在再赋范意义下满足每个弱紧凸集具有

超不动点性质,此结论实质是Kirk等[2]结论的一

个应用.本文将从超幂空间出发,运用超幂方法以

及 Maury[2]或者 Goebel[3]关于弱紧凸集不具有

不动点性质的构造方法,结合集合之间有限表示

的结论,先去研究Banach空间中有界闭凸集的超

不动点性质以及范数在凸集上一致G 光滑的超

性质,然后利用反证法直接去证明主要结论,避免

去证明凸集的超正规结构,以期加强和推广超幂

方法以及不动点理论中经典方法的应用,另一方

面丰富凸集超不动点理论的内容.
在本文,设X 是一个实Banach空间,C⊂X

是一个非空子集,记C的闭包与C 的凸包分别为

C与coC,BX 为X 的闭单位球,A 的仿射包为

aff(A)= {∑aixi =1,∑ai =1,xi∈A}.

1 预备知识

Banach空间的超性质是Banach空间理论重

要组成部分之一,常见的超性质空间有超自反空

间、超不动点性质空间、超正规结构空间等,具有

超性质的空间均以空间之间有限表示概念为桥

梁,目的是通过有限维空间性质来研究整个空间

性质,因此空间之间有限表示概念在研究空间的

超性质中起着重要作用.在1972年,James[4]首先

提出空间之间有限表示的概念和超自反空间的概

念.
定义1 设X 和Y 是两个Banach空间,称Y

在X 中有限表示,如果对每个>0和每个有限

维子空间F⊂Y,存在一个有限维子空间E⊂X 和

一个线性映射T:F→E 满足 T · T-1 ≤1+,
即Banach-Mazur距离d(E,F)<1+.

定义2 称Banach空间X 为超自反空间,
如果对每个Banach空间Y 在X 中有限表示满足

Y 是自反空间.
文献[5]首先把定义1中的线性子空间和线

性映射分别用单形和仿射映射来代替,然后提出

如下集合之间有限表示概念,利用集合之间有限

表示的概念,最后给出了超弱紧集的概念以及它



的性质.
定义3 设{xi}ni=0是X 中n+1个向量,称

凸包co(x0,x1,…,xn)为n-单形,如果向量{xi}ni=0
是仿射无关的,即向量{xi-x0}ni=1是线性无关的.

定义4 设X 和Y 是两个Banach空间,C⊂
X,D⊂Y 是两个非空子集,称D 在C 中有限表示,

如果对每个>0和每个顶点在D 中的n-单形

SD,存在顶点在C 中的n-单形SC 和一个仿射映

射T:SD→SC 满足

(1-)x-y ≤ Tx-Ty ≤(1+)x-y ;

x,y∈SD

定义5 设C是Banach空间X 中的一个非

空有界闭凸子集,称C⊂X 为相对超弱紧集,如果

任意Banach空间Y 中的每个非空有界凸子集D
在C 中有限表示满足D 是相对弱紧集.

性质1 (1)Banach空间X 中的一个有界凸

子集是相对超弱紧集当且仅当它的弱闭包是超弱

紧集;
(2)Banach空间 X 是超自反空间当且仅当

BX 是超弱紧集;
(3)Banach空间X 中每个紧凸子集是超弱紧

集;
(4)超自反空间中每个非空有界凸子集是相

对超弱紧集;
(5)超弱紧集是弱紧集.
显然集合之间有限表示概念可以看作是空间

之间有限表示概念的推广或局部化,而超弱紧集

正好是超自反空间概念的局部化概念或推广概

念.文献[5-6]继续深入研究超弱紧集的性质与特

征,证明了Banach空间X 中的一个有界闭凸集A
是超弱紧集与集A具有有限指标性质(此概念可

见文献[7])、集A 具有有限对偶指标性质(此概

念可见文献[8])、集A 具有Δ-凸函数近似性质

(此概念可见文献[9])等更多其他数学家给出的

概念是等价的;关于更多超自反空间局部化概念

或者推广概念可见文献[10-13].
类似于超弱紧集的概念和强超弱紧生成空

间[14]的概念,文献[1]给出了如下凸集具有超不

动点性质的概念和强超弱紧生成空间的概念.在
此之前,先介绍凸集具有不动点性质的概念[2].

定义6 设C是Banach空间X 中的一个非

空有界闭凸集,称C 具有不动点性质,如果对每

个非空闭凸子集D⊆C和每个非扩张映射T:D→
D 满足T 具有不动点,即存在x∈D 满足Tx=x.

定义7 设C是Banach空间X 中的一个非

空有界闭凸集,称C 具有超不动点性质,如果对

每个Banach空间Y 中的非空有界闭凸集D 在C
中有限表示满足D 具有不动点性质.

定义8 称Banach空间X 是强超弱紧生成

空间,如果存在一个凸的超弱紧子集C⊂X 使得

对每个弱紧子集K⊂X 和>0,存在正整数n∈N

满足K⊂nC+BX,有时也称超弱紧集C 强生成

Banach空间X.
文献[1,6]证明了如下强超弱紧生成空间与

空间在再赋范之间的关系,在此之前,先回顾文献

[8]中范数一致G 光滑概念.
定义9 设M 是Banach空间X 中的一个非

空有界集,称X 中的一个范数是M-一致G 光滑,
如果对任意的fn,gn∈SX* 满足lim

n
fn+gn M=2

时,有

lim
n

fn-gn M=lim
n
sup
x∈M

<fn-gn>(x)=0

或者等价于当t→0时,有

 pM(t)=sup{x+th + x-th -2;

x∈BX,h∈M}=o(t)
定理1 每个强超弱紧生成空间都存在一个

等价的范数使得此范数限定在每个弱紧凸集上是

M-一致G 光滑.
空间的超性质与它的超幂空间紧密联系在一

起,例如:一个Banach空间X 是超自反空间当且

仅当它的超幂空间是自反空间,下面回顾一下空

间超幂的构造.
集Ω 上子集族称为一个滤子U,如果满足下

列3个条件:(1)∅∉U;(2)如果A⊂B 并且A∈
U,则B∈U;(3)如果A,B∈U,则A∩B∈U.称一

个滤子U为自由滤子,如果滤子满足∩{F∈U}=
∅.称一个滤子U为超滤子,如果对任意的集A⊂
Ω 满足A∈U或者Ω\A∈U.设K 是一个拓扑空

间f:Ω→K 的一个函数,称f关于超滤子U收敛

到k∈K,如果对k的每个邻域v,有f-1(v)∈U,

记lim
U
f=k.

设U是 N 上的自由超滤子,Banach空间X
的超幂空间

X

=(X)U=l∞(X)/N
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其中

l∞(X)={(xn):xn =sup
n

xn <∞,xn∈X,n∈N}

和

N={(xn)∈l∞(X):lim
U

xn =0}

显然X

的范数是

(xn)U =lim
U
(xn)

其中(xn)U 是(xn)的等价类.
设C是Banach空间X 中的一个非空有界闭

凸集,记

C

={(xn)U∈X

:xn∈C,n∈N}
显然,X 通过x→(x)U 等距嵌入到(X)U 的一个子

空间和集合C通过x→(x)U 等距嵌入到(C)U 的

一个子集.
关于集合的超幂与集合本身有如下结论.
命题1 设C是Banach空间X 中的一个非

空有界闭凸集,U是 N上的自由超滤子,则(C)U
在C中有限表示.

命题2 设C、D 分别是Banach空间X、Y 中

的非空有界闭凸集,如果D 在C 中有限表示,则
存在N上的一个自由超滤子 U和一个仿射等距

T:aff(D)→aff(C)满足T(D)⊂(C)U.

2 主要结果

命题3 设C是Banach空间X 中的一个非

空有界闭凸集,则下列条件等价:
(1)C具有超不动点性质;
(2)对N上某个自由超滤子 U,(C)U 具有超

不动点性质;
(3)对N上每个自由超滤子 U,(C)U 具有超

不动点性质;
(4)对N上每个自由超滤子 U,(C)U 具有不

动点性质.
证明 (1)⇒(3):对任意Banach空间中的非

空有界闭凸集E在(C)U 中有限表示,由命题1知

(C)U 在C中有限表示以及有限表示的传递性,从而

可得E在C 中有限表示.根据C具有超不动点性

质知E 具有不动点性质,从而可得(3)是成立的.
(3)⇒(4)和(3)⇒(2)⇒(1)是显然的.
(4)⇒(1):假设C 不具有超不动点性质,则

存在一个非空的有界凸集D 在C 中有限表示且

满足D 不具有不动点性质.根据命题2知存在 N

上的一 个 自 由 超 滤 子 U 和 一 个 仿 射 等 距 T:

aff(D)→aff(C)满足T(D)⊂(C)U,这与(C)U
具有不动点性质相矛盾,故结论成立.

下列构造(关于弱紧凸集对非扩张映射的不

动点性质)是证明过程中关键步骤之一,设C 是

Banach空间X 中的一个非空弱紧凸集和存在一

个非扩张映射T:C→C 不具有不动点,则通过

Zorn引理知,存在一个最小的弱紧凸子集K⊂C
满足K 不是单个元素且K 对T 是不变的.根据

Banach压缩映象定理知K 中包含T 的一个近似

不动点序列(xn),即

lim
n→∞

Txn-xn =0

根据上述构造,文献[3]证明了如果(xn)是T
的一个近似不动点序列,则

lim
n→∞

xn-x =diamK (1)

其中x∈K.
定理2 设M 是(X,· )中的一个非空有

界闭凸集且范数 · 满足 M-一致G 光滑,设 U
是N上的一个自由超滤子,则对任意的t∈R,有

ρM(t)=ρ(M)U(t)
证明 因为M⊂(M)U,所以对任意的t∈R,

显然ρM(t)≤ρ(M)U(t)成立.
对任意的(xi)U∈S(X)U

,(yi)U∈(M)U,其中t
∈R,令

a= (xi)U+t(yi)U +
(xi)U-t(yi)U =
lim

U
(xi+tyi + xi-tyi )=lim

U
ai

则对任意的η>0,集合{i∈N:ai-a <η}∈U
和集合{i∈N: xi -1 <η}∈U,因此它们的交

是非空的并且

J={i∈N:ai-a <η}∩{i∈N: xi -1 <η}∈U
取i∈J,有
(xi)U+t(yi)U + (xi)U-t(yi)U -2=

a-2≤ai+η-2=
xi+tyi + xi-tyi +η-2=

xi ( xi

xi
+ t

xi
yi +

xi

xi
- t

xi
yi )+η-2≤

xi (2+ρM ( t
xi

) )+η-2≤

(1+η)(2+ρM ( t
1-η) )+η-2
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设η→0,则对任意的t∈R,有ρ(M)U(t)≤ρM(t).
综合上述可得ρM(t)=ρ(M)U(t).
定理3 设 M 是Banach空间(X,· )中

的一个非空弱紧凸集且范数 · 满足 M-一致G
光滑,则M 对非扩张映射具有不动点性质.

证明 假设 M 对非扩张映射不具有不动点

性质,则存在一个最小的弱紧凸子集K⊂M 满足

K 不是单个元素且K 对T 是不变的.设(xn)是T
的一个近似不动点序列,不妨假设diamK=c和

序列(xn)弱收敛到0∈K,通过式(1)知,对任意的

x∈K,有

lim
n→∞

xn-x =diamK=c

特别地

lim
n→∞

xn =diamK=c

设t∈(0,1),序列(xm)是序列(xn)的一个子序

列,则

xn-xm-txm + xn-xm+txm =

xn-xm ( xn-xm

xn-xm
- t

xn-xm
xm +

xn-xm

xn-xm
+ t

xn-xm
xm )≤

xn-xm (2+ρK
t

xn-xm

æ

è
ç

ö

ø
÷ )≤

xn-xm (2+ρM ( t
xn-xm

) )
即

xn-xm-txm ≤ xn-xm (2+

ρM ( t
xn-xm

) )-

xn-xm+txm =

xn-xm (2+

ρM ( t
xn-xm

) )-

xn-((1-t)xm+t×0)
因为K 是M 的一个非空凸子集,所以对xm,

0∈K,有(1-t)xm+t×0∈K.结合范数的下半连

续性知

(1+t)xm ≤liminf
n→∞

xn-xm-txm ≤

limsup
n→∞

xn-xm-txm ≤

limsup
n→∞

[ xn-xm ×

(2+ρM ( t
xn-xm

) )-

xn-((1-t)xm+t×0) ]=

c(2+ρM (tc ) )-c=

c(1+ρM (tc ) )
即

(1+t)xm ≤c(1+ρM (tc ) )
设m→∞,则

(1+t)c≤c(1+ρM (tc ) )
即

ρM (tc )≥t
因此

lim
t→0

ρM (tc )
t
c

≥lim
t→0

t
t
c

=c

这与范数 · 是 M-一致G 光滑相矛盾,故结论

成立.
定理4 设Banach空间(X,· )是一个强

超弱紧生成空间,则X 在再赋范意义下满足每个

弱紧凸集具有超不动点性质.
证明 设Banach空间(X,· )是一个强超

弱紧生成空间,则由定理1知强超弱紧生成空间

都存在一个等价的范数使得此范数限定在每个弱

紧凸集M 上是M-一致G 光滑.根据定理3知 M
具有不动点性质.综合利用定理2和定理3可得

对N上每个自由超滤子 U,(M)U 具有不动点性

质.最后由命题3知每个弱紧凸集 M 具有超不动

点性质,即结论成立.
推论1 超自反空间在再赋范后具有超不动

点性质.
证明 由性质1以及超自反空间是由它的闭

单位球强生成空间知:结论是成立的.

3 结 语

本文从反证法入手,结合超幂空间的性质,证

明了某类空间在再赋范意义下具有不动点性质.
此结论一方面是经典结论的推广,丰富了不动点

理论的内容;另一方面在其他数学分支(如方程解

的存在性等)有着广泛的运用.
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Fixed-pointpropertyofstronglysuperweaklycompact
generatedBanachspaces

ZHANG Jichao*1, ZHANG Wen2
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Abstract:Thefixed-pointpropertyofBanachspaceisstudiedandanewproofmethodisgiven.
Firstly,theultraproductmethodisusedtoprovethattheuniformlyG-differentiablenormsare
equivalentunderconvexsetsanditsultraproduct.Then,bymeansofcounter-proof,itisproventhat
convexsetshavethefixed-pointpropertyfornonexpansive mappingsundertheuniformlyG-
differentiablenormsense.Finally,itisshownthateverystronglysuperweaklycompactgenerated
Banachspacecanberenormedsothatevery weaklycompactconvexsethassuperfixed-point
property.

Keywords:superweaklycompactset;fixed-pointproperty;Banachspace
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