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一类含有4-圈的单圈图一般点可区别全染色
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摘要:设G为简单图.设f是图G 的一个一般全染色,若对图G 的任意两个不同的顶点u、

v,有C(u)≠C(v),则称f为图G 的一般点可区别全染色(简记为GVDTC).对图G进行一般

点可区别全染色所需要的最少颜色数称为图G 的一般点可区别全色数.将一类含有4-圈的

单圈图悬挂边的染色按从小到大的顺序排列,探讨了它的一般点可区别全染色,确定了它具

有一般点可区别全染色,并得到了它的一般点可区别全色数.
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0 引 言

点可区别一般边染色是由 Harary等于1985
年在文献[1]中提出的,文献[2-4]对此也进行了

研究.近些年来点可区别的未必正常的全染色也

逐渐被研究.例如,点可区别IE-全染色在文献

[5]中被提出,而一般点可区别全染色也在文献

[6]中被提出.本文受文献[6]的启发,使用更为简

单的方法探讨一类含有4-圈的单圈图的一般点

可区别全染色,并得到它的一般点可区别全色数.

1 准备工作

图G 的一个一般全染色是指若干种颜色对

图G 的全体顶点及边的一个分配.
设f 为图G 的一个一般全染色或IE-全染

色,x为图G 的一个顶点,将在f 下x 的颜色及

与x 关联的边的颜色所构成的集合(非多重集)

记为Cf(x)或C(x),称之为顶点x在f 下的色集

合,即C(x)={f(xu)|xu∈E}∪{f(x)}.
设f为图G 的一般全染色,若对图G 的任意

两个不同的顶点u、v,有C(u)≠C(v),则称f 为

图G 的点可区别一般全染色或者一般点可区别

全染色(简记为GVDTC).图G 的使用了k 种颜

色的一般点可区别全染色称为图G 的k-一般点

可区别全染色(简记为k-GVDTC).对图G 进行

一般点可区别全染色所需要的最少颜色数称为图

G 的一般点可区别全色数,记为χgvt(G).
星Sn 就是完全二部图K1,n(n≥1).称Sm,n是

双星,如果Sm,n是树,并且顶点集为V(Sm,n)=
{ui|i=0,1,…,m}∪{vj|j=0,1,…,n},边集为

E(Sm,n)={u0ui|i=0,1,…,m}∪{v0vj|j=0,1,

…,n}∪{u0v0},其中m、n是正整数且均大于1.
称Sp,q,r是三星,如果Sp,q,r是树,并且顶点集为

V(Sp,q,r)={ui|i=0,1,…,p}∪{vj|j=0,1,…,

q}∪{wt|t=0,1,…,r},边 集 为 E(Sp,q,r)=
{u0ui|i=0,1,…,p}∪{v0vj|j=0,1,…,q}∪
{w0wt|t=0,1,…,r}∪{u0v0,v0w0},其中p、q、r
是正整数且均大于1.

本文设C4;m1,m2,m3,m4表示如图1所示的一类

含有4-圈的单圈图.
文献[6]中研究了路、圈、星(即 K1,n)、双星、

三星、轮、扇、完全图的一般点可区别全染色,确定

了它们的一般点可区别全色数.本文将探讨一类



含有4-圈的单圈图C4;m1,m2,m3,m4的一般点可区别

全染色,并确定它们的一般点可区别全色数.

图1 一类含有4-圈的单圈图

Fig.1 AfamilyofunicyclicgraphsincludingC4

引理1[6] 设Sn(n≥1)是一个星,则
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2 主要结果及其证明

定理1 设C4;m1,m2,m3,m4(mi≥1,i=1,2,3,

4)是一个含有4-圈的单圈图,令l=m1+m2+m3

+m4,则

χgvt(C4;m1,m2,m3,m4)=   
4; l=4,5,6
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证明 当l=4时,显然χgvt(C4;1,1,1,1)≥4.因

为3种颜色只能区别7个点,而图2(a)给出了

C4;1,1,1,1的4-GVDTC,因此χgvt(C4;1,1,1,1)=4.

当l=5时,显然χgvt(C4;1,1,1,2)≥4.因为3种

颜色只能区别7个点,而图2(b)给出了C4;1,1,1,2
的4-GVDTC,因此χgvt(C4;1,1,1,2)=4.

当l=6 时,只 需 考 虑 C4;1,1,1,3、C4;1,1,2,2、

C4;1,2,1,2 即 可.显 然 对 这 3 个 图,χgvt≥4,而

图2(c)、(d)、(e)分别给出了3个图的4-GVDTC,

故χgvt(C4;1,1,1,3)=χgvt(C4;1,1,2,2)=χgvt(C4;1,2,1,2)

=4.
以下假设l≥7.

令 k = 8l+1-1
2

, 则 k ≥ 4 且

χgvt(C4;m1,m2,m3,m4)≥k,这是因为k 是使得
k
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÷÷≥l 的 最 小 正 整 数.设 u1u2u3u4u1 是

C4;m1,m2,m3,m4的4-圈,C4;m1,m2,m3,m4 中与ui 相邻的

悬挂点为ui,1,…,ui,mi
,i=1,2,3,4.设G'是从G

中删去4条边u1u2、u2u3、u3u4、u1u4 后再将4个

点u1、u2、u3、u4 等同为一个点所得的图,则G'是

阶为l+1的星,即G'≌Sl,令w 为G'的中心.由

引理 1 知,Sl 有k-GVDTCg,则 G'也 有k-

GVDTCg,且不妨设G'的悬挂边wu1,1到wu4,m4
的颜色 是 按 从 小 到 大 的 顺 序 排 列.下 面 构 造

C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTCf.

(a)C4;1,1,1,1
   (b)C4;1,1,1,2

(c)C4;1,1,1,3
  (d)C4;1,1,2,2

(e)C4;1,2,1,2

图2 C4;1,1,1,1、C4;1,1,1,2、C4;1,1,1,3、C4;1,1,2,2、

C4;1,2,1,2的4-GVDTC
Fig.2 The 4-GVDTC of C4;1,1,1,1,C4;1,1,1,2,

C4;1,1,1,3,C4;1,1,2,2,C4;1,2,1,2

让C4;m1,m2,m3,m4的悬挂点ui,j沿袭在g 下G'
中对应的悬挂点ui,j的颜色,j=1,2,…,mi,i=1,

2,3,4;让C4;m1,m2,m3,m4的悬挂边uiui,j沿袭在g 下

G'中对应的悬挂边wui,j的颜色,j=1,2,…,mi,

i=1,2,3,4.则在此基础上以下只需考虑u1、

u1u2、u2、u2u3、u3、u3u4、u4、u1u4 的染色即可.
令Aui

表示与ui 关联的悬挂边的颜色构成的
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集合(非多重集),i=1,2,3,4.以下分5种情况讨论:

(1)Aui =1,i=1,2,3,4
在这种情况下,可按图3(a)、(b)、(c)、(d)、

 (e)所给出的方式分5种情形对圈上的点、边进行

染色.比如:在情形(a)中,边u1u2、u2u3、u3u4、

u1u4 分别用3、4、4、1染色;点u1、u2、u3、u4 分别

用2、2、3、2染色.这时,Cf(u1)={1,2,3},Cf(u2)

={1,2,3,4},Cf(u3)={1,3,4},Cf(u4)={1,2,

4},其他顶点即悬挂点的色集合为1-子集或2-子

集.因此所得的染色是k-GVDTC.在其他情形

下,都可类似得到最终染色是k-GVDTC,且不再

赘述.

(a)
   (b)

(c)
   (d)

(e)

图3 情况(1)的示意图

Fig.3 Theschematicgraphofcase(1)

情形(a)记为情形(1,1,1,1),情形(b)记为情

形(1,1,1,2),其他类似.除上述5种情形外,还有

情形(1,2,2,2)等价于情形(b);情形(1,2,2,3)

与(1,2,3,3)均等价于情形(d).因此,出现的这些

情形将不再画图表示.
注记 图3均为示意图,在图中只标出了与

u1、u2、u3、u4 关联的悬挂边颜色的种类,而与u1、

u2、u3、u4 关联的悬挂边的条数不仅仅只有图中

出现的条数.后面再出现时,不再作注解.
(2)Au1

、Au2
、Au3

、Au4
中恰有3个

是1
在这种情况下,可按图4所给出的9种方式

进行染色.

(a)
  (b)

(c)
  (d)

(e)
  (f)

(g)
  (h)

(i)

图4 情况(2)的示意图

Fig.4 Theschematicgraphofcase(2)

情形(a)记为情形(1,1,1,12),情形(b)记为

情形(1,1,1,23),其他类似.除上述9种情形外,

还有情形(12,2,2,2)等价于情形(a);情形(12,3,

3,3)等价于情形(b);情形(1,1,23,3)、(1,12,3,
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3)和(1,1,23,3)等价于情形(c);情形(1,2,2,

23)、(1,1,23,4)、(1,23,4,4)、(12,3,3,4)和(12,

3,4,4)等价于情形(d);情形(1,12,2,2)等价于情

形(g);情形(1,2,2,23)、(1,23,3,3)和(12,2,2,

3)等价于情形(i);情形(1,2,23,4)、(1,2,34,4)、

(1,12,3,4)、(1,23,3,4)和(12,2,3,4)等价于情

形(e);情形(1,2,34,5)、(1,23,4,5)和(12,3,4,

5)等价于情形(f);情形(1,2,23,3)等价于情形

(h).因此,出现的这些情形将不再画图表示.
(3)Au1

、Au2
、Au3

、Au4
中恰有2个

是1
(i)Au1 = Au2 =1,Au3 ≥2,Au4 ≥2
由悬挂边染色规律得,Au3≠Au4

,则Au4\Au3

≠∅且 Au3\Au4≠∅.设a,b∈Au3
且a<b,a∉

Au4
,c,d∈Au4

且c<d,d∉Au3.
下面用c染u1u4;用d分别去染u1 与u1u2;

用{1,2,…,k}\{c,d}中两种不同的颜色分别去染

u3u4 与u4;用{1,2,…,k}\{a,b,d}中某种颜色去

染u3;用{1,2,…,k}\(Au2∪{c,d})中某种颜色

分别去染u2 与u2u3.在最终染色下,c,d∈Cf(u1)

∩Cf(u4),但 Cf(u1)=3,Cf(u4)≥4.d∉

Cf(u3),d∈Cf(u2),c∉Cf(u2),|Cf(u2)|=3,

Cf(u3) ≥ 3.因 此 最 终 所 得 的 染 色 是

C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.
(ii)Au1 = Au3 =1,Au2 ≥2,Au4 ≥2
由悬挂边染色规律得,Au2≠Au4

,则Au4\Au2

≠∅且 Au2\Au4≠∅.设a,b∈Au2
且a<b,a∉

Au4
,c,d∈Au4

且c<d,d∉Au3.不妨设 Au1=
{c0}.

下面用d分别去染u1 与u3u4;用{1,2,…,k}

\{c,d}中两种不同的颜色分别去染u1u4 与u4,使

得边u1u4 的色不是c0;再用染u1u4 的色(非c0)

去染u1u2;用{1,2,…,k}\(Au1∪Au3∪{d})中某

种色分别去染u2u3 与u3;用{1,2,…,k}\{a,b,d}

中某种颜色去染u2.在最终染色下,d∉Cf(u2),

Cf(u2)≥3;c,d∈Cf (u4),Cf(u4) ≥4;

Cf(u1)=3,c0,d∈Cf(u1);c0∉Cf(u3),d∈

Cf(u3),Cf(u3)=3.因此最终所得的染色是

C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.

(iii)情 形“Au1 = Au4 =1,Au2 ≥2,

Au3 ≥2”,“Au2 = Au3 =1, Au1 ≥2,

Au4 ≥2”以及“Au3 = Au4 =1,Au1 ≥2,

Au2 ≥2”均等价于情形(i)

(iv)情 形“Au2 = Au4 =1,Au1 ≥2,

Au3 ≥2”等价于情形(ii)

(4)Au1
、Au2

、Au3
、Au4

中恰有1个

是1
(i)Au1 =1,|Aui|≥2,i=2,3,4
这时由悬挂边染色规律得,Au2

、Au3
、Au4

互不

相同.设Au1={c0},a,b∈Au4
,且a<b.

下面用c0 染u1u4;用k-1染u1;用k分别去

染u1u2、u2、u2u3、u3 和u3u4;用{1,2,…,k}\{c0,

a,b}中某种颜色去染u4.在上述染色下,c0∉

Cf(u3),而c0∈Cf(u1)∩Cf(u4),故Cf(u3)≠

Cf(ui),i=1,4;Au2 ≠Au3
,k∉Au2 ∪Au3

,故

Cf(u2)≠Cf(u3);|Cf(u1)|=3,|Cf(u4)|≥4,故

Cf(u1)≠Cf(u4);k-1∈Cf(u1)\Cf(u2),故

Cf(u1)≠Cf(u2);a∈Cf(u4)\Cf(u2),故Cf(u2)

≠Cf(u4).因此,所得的染色是 C4;m1,m2,m3,m4 的

k-GVDTC.
(ii)Au2 =1,|Aui|≥2,i=1,3,4
这时由悬挂边染色规律得,Au1

、Au3
、Au4

互不

相同.设Au2={c0},a,b∈Au1
,且a<b.

下面用c0 染u1u2;用k-1染u2;用k分别去

染u2u3、u3、u3u4 和u1u4.若k∈Au4
或 Au4 ≥3,

则用k染u4;若k∉Au4
且 Au4 =2,则用a染u4.

用{1,2,…,k}\{k,a,b}中某种颜色去染u1.可以

看出,上述染色是C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.
(iii)Au3 =1,|Aui|≥2,i=1,2,4
这时由悬挂边染色规律得,Au1

、Au2
、Au4

互不

相同.设Au3={c0},d0∈Au1
,a,b∈Au4

,且a<b.
下面用k-1染u3;用k分别去染u1、u1u2、

u2、u2u3 和u3u4;用d0 染u1u4;用{1,2,…,k}\
{a,b,d0}中某种颜色去染u4.可以看出,上述染

色是C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.
(iv)Au4 =1,|Aui|≥2,i=1,2,3
这时由悬挂边染色规律得,Au1

、Au2
、Au3

互不

相同.设Au4={c0},d0∈Au1
,a,b∈Au3

,且a<b.
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下面用a染u4;用k分别去染u1、u1u2、u2 和

u2u3;用d0 染u3u4 与u1u4;用{1,2,…,k}\{a,b,

d0}中某种颜色去染u3.可以看出,上述染色是

C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.
(5)Au1

、Au2
、Au3

、Au4
均大于1

由悬挂边染色规律得,Au1
、Au2

、Au3
、Au4

互不

相同.设a,b∈Au1
且a<b,c,d∈Au4

且c<d.下面

用a染u4;用k 分别去染u1、u1u2、u2、u2u3、u3、

u3u4 和u1u4.
在上述染色下,a∈Cf(u1)∩Cf(u4),而a∉

Cf(u2)∩Cf(u3),|Cf(ui)|≥3,i=1,2,3,4,故

Cf(ui)≠Cf(uj),j=1,4,i=2,3;c∉Cf(u1),而

c∈Cf(u4),故Cf(u1)≠Cf(u4);Au2≠Au3
,k∉

Au2∪Au3
,故Cf(u2)≠Cf(u3).因此,所得的染色

是C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTC.
综上即得C4;m1,m2,m3,m4的k-GVDTCf.

3 结 语

在本文定理1中,通过探讨一类含有4-圈的

单圈图的一般点可区别全染色,证明了它具有一

般点可区别全染色,并得到了它的一般点可区别

全色数.另外,一类含有4-圈的单圈图是通过在

4-圈的基础上加悬挂点得到的,那么这种方法是

不是可以继续延续下去,进而得到一类含有n-圈

的单圈图(n≥5)的一般点可区别全色数? 这就是

今后需要继续研究的课题.
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Generalvertex-distinguishingtotalcoloringsof
afamilyofunicyclicgraphsincludingC4
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Abstract:LetGbeasimplegraph.ForageneraltotalcoloringfofG,ifC(u)≠C(v)foranytwo
differentverticesuandvofG,thenfiscalledageneralvertex-distinguishingtotalcoloringofG (or
GVDTCofGforshort).TheminimumnumberofcolorsrequiredinaGVDTCisthegeneralvertex-
distinguishingtotalchromaticnumber.Thegeneralvertex-distinguishingtotalcoloringsofafamilyof
unicyclicgraphsincludingC4arediscussedbymakingthecoloringofitspendentedgesinanascending
order.Itisdeterminedthatithasageneralvertex-distinguishingtotalcoloringofGanditsgeneral
vertex-distinguishingtotalchromaticnumberisgot.
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