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摘要:在德杰尼斯五后问题求解方法基础上,给出了2p×2p棋盘坐标表示,定义了方环和

马步格,并利用皇后控制数或剩余控制数、皇后最佳(极佳)位置或剩余最佳(极佳)位置,以及

棋盘对称性,得到了德杰尼斯五后问题泛化求解定理和便于求解的简化定理.
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0 引 言

在德杰尼斯五后问题求解方法[1](下称五后

问题)一文的结语中,指出对于2p×2p(p=1,2,

…)棋盘上最少放置多少皇后,使它们在不同行、

不同列和不同对角线上且能吃掉(或称管控)棋盘

上其余任何棋子(下称五后问题泛化论题)这一问

题的求解途径[2],它可极大限度地克服以往人们

用视察法求解[3]的盲目性.随着p 的增大,收效

更加明显.本文进一步详细地研究五后问题泛化

论题.

1 求解前准备

(1)2p×2p 棋盘坐标表示:完全类似于文献

[1]中的描述,见图1.

(2)方环的定义:由格sp,p,sp+1,p,sp+1,p+1和

sp,p+1 组 成 p 级 方 环;由 格 sp-1,p-1,sp,p-1,

sp+1,p-1,sp+2,p-1,sp+2,p,sp+2,p+1,sp+2,p+2,sp+1,p+2,

sp,p+2,sp-1,p+2,sp-1,p+1,sp-1,p组成p-1级方环…

由格s1,1,s2,1,…,s2p,1,s2p,2,…,s2p,2p,…,s2,2p,

s1,2p,…,s1,2组成1级方环(或称边界方环).由各

级方环中的格所组成的集合,记为Rk,1≤k≤p,

如Rp={sp,p,sp+1,p,sp+1,p+1,sp,p+1}.从方环定义

可知,方环是对于某些格在棋盘中位置的一种形

象描述.

n(Q|si,j)、n(Q|sk,l)设为皇后Q 分别放置在

si,j和sk,l上的皇后控制数,于是可给出下列定理:

定理1 Rk =4(2p-2k+1),k≤p.
定理2 n(Q|si,j∈Rk)=6p-2k-4,k≤p.
定理3 若 si,j,sk,l ∈Rk,则 n(Q|si,j)=

n(Q|sk,l),1≤k≤p.
定理4 若 si,j ∈Rm,sk,l ∈Rn,m >n,则

n(Q|si,j)>n(Q|sk,l),1≤m,n≤p.
证明略.
定理4表明了皇后放置格离棋盘中心(p,p)

越近,其皇后控制数越大.
(3)马步格的定义:与si,j不同行、不同列和不

在其对角线上最近距离的格,称为si,j的马步格,

如同中 国 象 棋 中 马 的 走 步.例 如,在 图1中,

sp+1,p+2是sp,p的马步格.si,j的所有马步格构成一

个集合,记为 H(si,j).由于si,j处于棋盘中的不同

位置H(si,j)的基数 H(si,j)是不同的.



图1 2p×2p棋盘定义

Fig.1 Definitionof2p×2pchessboard

令C={si,j|1≤i,j≤2p},即C是棋盘上所有

格的集合.
定理5 若si,j∈C,则2≤ H(si,j)≤8.
证明略.
设Si,j是与格si,j同行、同列和同对角线上所

有格集合,则有下面定理:

定理6 若si,j∈C,则n(Q|si,j)≤ Si,j .
证明 若 第1个 皇 后 放 置 在 格si,j 上,而

n(Q|si,j)是表示皇后Q 放置在si,j的控制数,则

n(Q|si,j)= Si,j .若第2个,第3个,…,第k个

皇后放置在格si,j上,而n(Q|si,j)是表示皇后Q 放

置在si,j上的剩余控制数,则n(Q|si,j)< Si,j .综

上,定理证毕.

2 核心定理

下面,为凸显放置皇后 Q 的先后次序,令

n(Q|si,j)是第k个皇后Q 放置在si,j上的剩余控

制数(k≥2).
设si0,j0=sp,p,其实Rp 中任何元素均可作为

第1个皇后Q 最佳位置.
再设C0=C,C1=C0-Si0,j0

,C2=C1-Si1,j1
,

…,Ck=Ck-1-Sik-1,jk-1
,可见Ck 是放置第1个,

第2个,…,第k-1个皇后,棋盘上尚未被已放置

皇后管控的格集合,或称Ck-1为已放置k-1个

皇后的自由域.显然,随着k增大,Ck 将变小.
于是,

n(Q1)=n(Qi0,j0
)=n(Q|si0,j0

)=max
si,j∈C0

n(Q|si,j)

n(Q2)=n(Qi1,j1
)=n(Q|si1,j1

)=max
si,j∈C1

n(Q|si,j)

…

n(Qk)=n(Qik-1,jk-1
)=n(Q|sik-1,jk-1

)=

max
si,j∈Ck-1

n(Q|si,j)

定理7 (五后问题泛化定理)

 n(Q1)+n(Q2)+…+n(Qk)+…+n(Qm(p))=

2p×2p (1)

其中n(Qk)=n(Q|sik-1,jk-1
)= max

si,j∈Ck-1
n(Q|si,j).

证明 因为在2p×2p 棋盘上要求放置最少

皇后,使它们在不同行、不同列和不同对角线上,

并能管控(或吃掉)棋盘上除已放置皇后外的任何

棋子,这可转化为要求每放置一个皇后,使它管控

(或吃掉)棋盘上尽可能多的棋子,并且对于满足

下式:
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n(Q1)+n(Q2)+…+n(Ql)+…+n(Qmk
)=

2p×2p (1a)

或

n(Q|si0,j0
)+n(Q|si1,j1

)+…+n(Q|sil-1,jl-1
)+…+

n(Q|simk-1
,jmk-1

)=2p×2p

有多个(比如说q个)长度不同的皇后最佳(极佳)

位置序列以及由它们分别组成的集S1,S2,…,

Sk,…,Sq,而

Sk={s(k)i0,j0
,s(k)i1,j1

,…,s(k)il-1,jl-1
,…,s(k)imk-1

,jmk-1
};

1≤k≤q

s(k)il-1,jl-1∈C,1≤k≤q,0≤l≤mk

为方便计,每个位置序列称为式(1a)的一个

广义解,相应的集合基数,称为广义解长度.

若m(p)=min
1≤k≤q

Sk ,则那些长度为m(p)的

广义解称为定理7的基础解.

为确定m(p),首先应求满足式(1a)的所有

广义解,因为p 有限,理论上是可行的.实际上,

只需求几个,再利用m(p)的估值:2(2p-1)
3 <

m(p)< 2p-1 ,便可确定 m(p).如果在求解

中,发现尚有更小的 m(p),则只好改之.然而这

种概率是很小的.

为求出所有广义解,首先求出第一个广义解,

并以它为基础求出其余广义解.若第一个广义解

中有几处皇后剩余极佳位置,对每一处中的每一

个其他剩余极佳位置,都按第一个广义解处理皇

后剩余极佳位置那样,求出一个新的广义解.对于

求出第二个广义解,如同第一个广义解那样处理

每个皇后剩余极佳位置,如此这般,便可求出所有

广义解.证毕.

推论1 若求得所有以sp,p为第1个皇后Q

最佳位置的n(p)个不同基础解,则本定理便有

8n(p)个解.

推论2 2(2p-1)
3 <m(p)< 2p-1

注意,两个不同基础解,是指两个基础解中皇

后最佳(极佳)位置或剩余最佳(极佳)位置所组成

集合是不同的.

定理8

 n(Q1)+n(Q2)+…+n(Qk)+…+

n(Qim(p)-1,jm(p)-1
)=2p×2p

或

n(Q|si0,j0
)+n(Q|si1,j1

)+…+

n(Q|sik-1,jk-1
)+…+n(Q|sim(p)-1,jm(p)-1

)=

2p×2p
其中

n(Q|sik-1,jk-1
)= max

si,j∈Hk-2Ck-1 si,j∈Ck-1

n(Q|si,j)

符号 的含义是:若它的左部为真,则考察左

部而不再考察右部,否则只考察右部.

证明 由于n(Qk)=n(Qik-1,jk-1
)=

n(Q|sik-1,jk-1
)=

max
si,j∈Ck-1

n(Q|si,j)

可知放置第k 个皇后在自由域Ck-1=Ck-2-

Sik-2,jk-2
中 求 出 皇 后 剩 余 最 佳 (极 佳)位 置

sik-1,jk-1
,利用马步格,这可转化为

(1)若自由域Ck-1中含有已求出皇后剩余最

佳(极佳)位置的马步格,则可求得第k个皇后剩

余最佳(极佳)位置sik-1,jk-1
,即

n(Qk)=n(Qik-1,jk-1
)=n(Q|sik-1,jk-1

)=

max
si,j∈Hk-2Ck-1∩Ck-1

n(Q|si,j)

其中 Hk-2Ck-1=(∪
k-2

l=0
H(sil,jl

))∩Ck-1.

(2)若自由域Ck-1中不存在已求出皇后剩余

最佳(极佳)位置的马步格,则可在自由域Ck-1中

求出第k个皇后剩余最佳(极佳)位置sik-1,jk-1
,即

n(Qk)=n(Qik-1,jk-1
)=n(Q|sik-1,jk-1

)=

max
si,j∈Ck-1

n(Q|si,j)

注意:(1)中所求是从第2个开始的皇后剩余

最佳(极佳)位置;(2)中所求是几个最后皇后剩余

最佳(极佳)位置.

需要指出的是,对于式(1a)求每个广义解均

以sp,p为第1个皇后最佳位置,而其余皇后剩余

最佳(极佳)位置均在自由域C1,C2,…内求其皇

后剩余控制数最大为依据,这便有可能使选定皇

后最佳(极佳)位置彼此在棋盘相距远而分散,求
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得皇后剩余控制数有的较大,有的很小,致使所求

广义解长度增大,不利达到基础解要求,期望落

空.若皇后最佳(极佳)位置在已选定皇后最佳(极

佳)位置的马步格进行,由于这些马步格相聚中心

(p,p)周围并逐渐向外展开,使得皇后剩余控制

数变动不大,有利于广义解长度缩小而使所要求

的基础解可能性增大.因此,定理8是五后问题泛

化定理的便于求解的简化形式.

3 结 语

本文定理7和定理8是五后问题泛化研究的

两个重要结果,为在n×n网格上布置最少节点管

控全局的优化问题提供了一种有效方法,而且在

防灾和安全领域及社会管理中得到了应用,有着

明显的经济效益和社会效益.
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ResearchongeneralizationofDeJaenisch'sfivequeensproblem
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(1.FacultyofElectronicInformationandElectricalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;
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Abstract:OnthebasisofthesolutiontoDeJaenisch'sfivequeensproblem,thecoordinate

representationofthe2p×2pchessboardisintroduced,andthesquareringandlatticeofthehorse's

walkinginChinesechessaredefined.Usingthecontrolnumberortheremainingcontrolnumberof

thequeen,theoptimum (heuristically)ortheremainingoptimum (heuristically)positionsofthe

queenandchessboardsymmetry,DeJaenisch'sfivequeensproblemgeneralizationsolutiontheorem

andthesimplifiedtheoremconvenienttosolvearegiven.

Keywords:DeJaenisch'sfivequeensproblem;controlnumber/theremainingcontrolnumberofthe

queen;theoptimum(heuristically)ortheremainingoptimum(heuristically)positionsof

thequeen;squarering;latticeofthehorse'swalkinginChinesechess
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