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具有两种修复方法的可修复系统解研究
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摘要:将半离散算法应用到具有两种修复方法的可修复系统模型中,在[0,x0]上对其修复

率进行离散,得到了该系统的半离散化模型.进一步利用泛函分析中算子半群理论将半离散

后的偏微分方程转化为抽象Cauchy问题,即转化为矩阵常微分方程组;再根据Trotter逼近

定理证明了矩阵常微分方程组的解收敛于原方程的解.最后在故障率和修复率均为常数的前

提下,利用 Matlab对该系统的稳定性和可靠性等进行了数值试验并得到了该模型的数值解,

同时给出了相应的图形趋势.结果表明,对具有两种修复方法的可修复系统模型进行半离散

化研究,既可以为利用计算机进一步进行数值计算打下理论基础,又有助于研究和分析系统

的可靠性.
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0 引 言

可修复系统在可靠性理论中占有重要地位,
是非常重要的系统,也是可靠性数学研究的基本

问题之一.目前,Gupur[1]、Li等[2]、Chung[3]从统

计独立事件和两个状态单调相关联的系统到多个

状态相对复杂系统的可靠性都进行了研究.对于

一个可修复系统的可靠性来说,最希望的是设计

出来的系统能长时间地安全稳定工作.对维修性

来说,希望设计出来的系统在发生故障时能够被

快速修复好.将良好的可靠性与良好的维修性结

合起来,就可以保证系统较高的实用性.因此,在
实际中为了提高系统的可靠性,经常采用检修的

手段对系统进行维护.可修复系统一般由一些故

障部件和一个或多个维修设备组成,维修设备对

发生故障的部件进行检查和维修,修理后的部件

可继续执行正常的工作.
Dhillon[4]运用Laplace变换研究了具有两种

修复方法的可修复系统模型,得到了稳态解的存

在性.张玉峰等[5]证明了该系统动态非负解是存

在且唯一的.赵玉荣等[6]通过系统算子的谱点分

析得出了其解的渐进稳定性及系统稳态解就是系

统算子的零本征值对应的本征向量.本文在文献

[6]的基础上将半离散算法[7]应用于该系统模型

中,对系统的修复率μj(x)(j=1,2)用初等阶梯

函数进行逼近[8],得到系统半离散化模型,最后对

所得结果用 Matlab进行数值模拟,并得出相应的

模拟图形,从直观上验证理论研究结果的正确性.

1 数学模型

具有两种修复方法的复杂可修复系统(系统

Ⅰ)的模型见图1.

图1 具有两种修复方法的复杂可修复系统模型

Fig.1 Repairablesystemmodelwithtwotypes
ofrepairfacilities



该模型可用积分-微分方程描述为

dp0(t)
dt =-m0p0(t)+μdp1(t)+

∑
4

j=3∫
∞

0
p(x,t)μj(x)dx (1)

dp1(t)
dt =-m1p1(t)+λ1p0(t) (2)

dp2(t)
dt =-m2p2(t)+λcp0(t)+λ2p1(t) (3)

∂pj(x,t)
∂t +∂pj(x,t)

∂x =-μj(x)pj(x,t);

j=3,4 (4)

pj(0,t)=λjp2(t);j=3,4 (5)

p(0)=1,p1(0)=p2(0)=0,pj(x,0)=0;

j=3,4 (6)

记m0=λ1+λc,m1=λ2+μd,m2=λ3+λ4.其中

pj(t)表示t时刻系统处于j状态的概率,j=0为

正常状态,j=1为退化状态,j=2为崩溃状态,

j=3为大修状态,j=4为小修状态.pj(x,t)表示

系统处于状态j且已修时间为x 的概率,j=3,4.

λj 是系统定常故障率,j=1为从正常状态到退化

状态,j=2为从退化状态到崩溃状态,j=c为从

正常状态到崩溃状态.μd 是系统在退化状态时的

定常修复率.μj(x)表示系统处于状态j修复时间

为x 时的修复率,j=3,4,且满足

  ∫c
μj(x)dx=∞;0≤μj(x)<∞

M= sup
x∈[0,∞)

μj(x);

∫
T

0
μj(x)dx<∞;0≤T<∞

在Banach空间中用抽象Cauchy问题来描

述这个系统状态空间:

  X={P∈R3×L1[0,∞) p =

∑
2

j=0
pj +∑

4

j=3
pj L1[0,∞)}

显然X 是Banach空间.定义算子A 及其定

义域:

 D(A)={p=(p0 p1 p2 p3(x) p4(x))∈

X pj(x)是绝对连续函数,且pj(x)∈

L1[0,∞)(j=3,4),pj(0)=λjp2,j=

3,4}

Ap=

-m0p0+μdp1+∑
4

j=3∫c
pj(x,t)μj(x)dx

-m1p1+λ1p0
-m2p2+λcp0+λ2p1
-p3(x)-μ3(x)p3(x)

-p3(x)-μ3(x)p3(x)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

则方程(1)~(6)可以描述成Banach空间X 中一

个抽象的Cauchy问题:

dp(t)
dt =Ap(t);t≥0 (7)

p(0)=(1 0 0 0 0)T (8)

2 模型的半离散化

假设μj(x)满足在(0,∞)上是连续且有界

的,∫
∞

0
μj(x)dx= ∞,对 任 意 固 定 的 α>0,

∫
α

0
μj(x)dx<∞,且存在μ*

j >0,使得lim
α→∞

μj(x)=

μ*
j ,取0=a0<a1<…<an=x0,令Δi=[ai-1,

ai],i=1,2,…,n,x0∈(0,∞).
下面构造阶梯函数:

μnj
(x)=

sup
ai-1≤x≤ai
1≤i≤n

μj(x); x∈Δi

μ*
j ; x∈(x0,∞)

ì

î

í

ïï

ïï

则由假设,对任意的ε>0,存在x0∈(0,∞)使得

μj(x)-μ*
j <ε与 μnj

(x)-μj(x)<ε,从而半

离散化后原模型变为(1
)~(6

)(即原模型中的

μj(x)位置相应地换为μnj
(x)).则原偏微分方程

变为常微分方程(1
)~(6

),如同前面一样,把

(1
)~(6

)用Banach空间中的抽象Cauchy问题

来描述:

dpn(t)
dt =Anpn(t);t≥0 (9)

pn(0)=(1 0 0 0 0)T (10)

3 系统动态解的逼近

由文献[6]和[9]可知:A生成一个C0 压缩半

群,再由生成C0 半群的唯一性知此压缩C0 半群

就是T(t).
首先估计线性算子A 的预解式R(v;A)和线

性算子An 的预解式R(v;An),然后用Trotter定

理来证明系统动态解的逼近.
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考虑方程(vI-A)p(x)=y(x),即

(v+λ1+λc)p0-μdp1-∑
4

j=3∫
∞

0
pj(x)μj(x)dx=y0

(11)

-λ1p0+(v+λ2+μd)p1=y1 (12)

-λcp0-λ2p1+(v+λ3+λ4)p2=y2 (13)

d
dxpj(x)+(v+μj(x))pj(x)=yj;j=3,4 (14)

由方程(14)可得

 pj(x)=e
-∫

x

0
(v+μj(ξ))dξ[∫

x

0
yj(τ)e∫

x

0
(v+μj(ξ))dξdτ+

pj(0)]; j=3,4 (15)

令

σj=∫
∞

0
μj(x)e

-∫
x

0
(v+μj(ξ))dξdx

φj=∫
∞

0
μj(x)∫

x

0
yj(τ)e

-∫
x

τ
(v+μj(ξ))dξdτdx;j=3,4

由边界条件,则有关于p0、p1、p2 方程组如下:
(v+λ1+λc)p0-μdp1-(λ3σ3+λ4σ4)p2=

y0+φ(y3)+φ(y4) (16)

-λ1p0+(v+λ2+μd)p1=y1 (17)

-λcp0-λ2p1+(v+λ3+λ4)p2=y2 (18)

考虑关于p0、p1、p2 方程组的系数矩阵D:

D =

v+λ1+λc -μd λ3σ3+λ4σ4
-λ1 v+λ2+μd 0

-λc -λ2 v+λ3+λ4
当v>0时detD≠0,方程组(16)~(18)有唯一

解[6,10],那么方程组(11)~(14)有唯一解,从而有

R(vI-A)X=3.所以(vI-A)是闭算子,(vI-
A)-1存在且有界[11].

D 是由σ3、σ4 线性表示,当v>0时

0< σj =∫
∞

0
μj(x)e

-∫
x

0
(v+μj(ξ))dξdx ≤

∫
∞

0
μj(x)e-vx e

-∫
x

0
μj(ξ)dξdx≤

∫
∞

0
μj(x)e

-∫
x

0
μj(ξ)dξ dx(e-vx 为减函数)=

∫
∞

0
μj(x)(- 1

μj(ξ)x
0

)de
-∫

x

0
μj(ξ)dξ=1

即0< σj <1,j=3,4.那么 D 也是有界的.
由Gramer法则可得

p0=
d11y0+d12y1+d13y2+d14φ3(τ)+d15φ4(τ){ }

D

p1=
d21y0+d22y1+d23y2+d24φ3(τ)+d25φ4(τ){ }

D

p2=
d31y0+d32y1+d33y2+d34φ3(τ)+d35φ4(τ){ }

D
其中d14=d11w3,d15=d11w4,d24=d21w3,d25=

d21w4,d34=d31w3,d35=d31w4.

令wj=e
-∫

x

0
(v+μj(ξ))dξ;j=3,4.将p0、p1、p2 代

入pj(x)(j=3,4)则有

p3(x)= k11y0+k12y1+k13y2+k14φ3(τ)+G(y3)+k15φ4(τ){ }

D

p4(x)= k21y0+k22y1+k23y2+k24φ3(τ)+k25φ4(τ)+G(y4){ }

D
其中

G(yj)=∫
x

0
yj(τ)e

-∫
x

τ
(v+μj(ξ))dξdτ;j=3,4

k11=λ3d31w3,k12=λ3d32w3,

k13=λ3d33w3,k14=k15=λ3d31,

k21=λ4d31w4,k22=λ4d32w4,

k23=λ4d33w4,k24=k25=λ4d31
取

H=

d11 d12 d13 d14 d15
d21 d22 d23 d24 d25
d31 d32 d33 d34 d35

k11 k12 k13 G k15φ4(τ)

k21 k22 k23 k24φ3(τ) Ĝ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

其中

G=k14φ3(τ)+G(y3)

Ĝ=k25φ4(τ)+G(y4)

因此A的预解式为

R(v;A)=(vI-A)-1= H
D

将(vI-A)-1中σj、φ(yj)、Wj、G(yj),D 含有

μj(x)变为μnj
(x)得到(vI-An)-1,相应的σj、

φ(yj)、Wj、G(yj)、D 记 为σnj
、φ(ynj

)、Wnj
、

G(ynj
)、Dn ,H 记为Hn,得到

R(v,An)=(vI-An)-1=
Hn

Dn

现在来证明系统修复率的逼近,只要证明

R(v,An)y→R(v,A)y.
即证明

Hn

Dn
→ H

D  (n→∞)
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且 Hn

Dn
→ H

D
(n→∞)⇔Hn→H,Dn → D 且

Dn D ≠0,所以 D ≠0,同理 Dn ≠0,因为

D 有界,所以 Dn 有界,D 为σj 的线性表示,

σj 中含有μj(x).
要证明 Dn → D (n→∞),只需证明

σnj→σj(n→∞)
考虑

σnj-σj =∫
∞

0
μnj
(x)e

-∫
x

0
(v+μnj

(ξ))dξdx-

∫
∞

0
μj(x)e

-∫
x

0
(v+μj(ξ))dξdx =

∫
∞

0
[μnj
(x)-μj(x)]e

-vx-∫
x

0
μj(ξ)dξdx+

∫
∞

0
μnj
(x)e

-vx-∫
x

0
μnj

(ξ)dξ
-

∫
∞

0
μnj
(x)e

-vx-∫
x

0
μj(ξ)dξdx ≤

∫
x

0
μnj
(x)-μj(x)e

-vx-∫
x

0
μnj

(ξ)dξdx+

∫
∞

0
μnj
(x)e

-vx-∫
x

0
μj(ξ)dξ-e

-vx-∫
x

0
μnj

(ξ)dξ dx

则有

lim
n→∞

σnj = σj

即

lim
n→∞

Dn = D

证明lim
n→∞

Hn=H 只需证明相应元素逼近,即

lim
n→∞

φ(ynj
)=φ(yj)

lim
n→∞

Wnj=Wj

lim
n→∞

G(ynj
)=G(yj)

 Wnj-Wj = e
-∫

x

0
(v+μnj

(ξ))dξ
-e

-∫
x

0
(v+μj(ξ))dξ ≤

e
-vx∫

x

0
μnj
(ξ)-μj(ξ)dξ→0

G(ynj
)-G(yj)=∫

x

0
e

-∫
x

τ
(v+μnj

(ξ))dξdτ-

∫
x

0
e

-∫
x

τ
(v+μj(ξ))dξdτ ≤

∫
x

0
e-v(x-τ)∫

x

0
μnj
(ξ)-

μj(ξ)dξdτ→0(n→ ∞)

φ(ynj
)-φ(yj)=∫

∞

0∫
x

0
μnj
(ξ)e

-∫
x

τ
(v+μnj

(ξ))dξdτdx-

∫
∞

0∫
x

0
μj(ξ)e

-∫(v+μj(ξ))dξdτdx ≤

∫
∞

0∫
x

0
e-v(x-τ)μnj

(x)e
-∫

x

τ
μnj

(ξ)dξ
-

μj(x)e
-∫

x

τ
μj(ξ)dξ dτdx≤

∫
∞

0∫
x

0
e-v(x-τ)μnj

(x)-

μj(x)e
-∫

x

τ
μj(ξ)dξdτdx+

∫
∞

0∫
x

0
e-v(x-τ)μj(x)∫

x

0
μnj
(x)-

μj(x)dξdτdx→0

综上所述,Hn → H (n→∞).亦即 Hn

Dn

→ H
D
(n→∞).

即

R(v;An)y→R(v;A)y(n→∞)

由 T(t)是 A 生 成 的 收 缩 C0 半 群,即

T(t)≤1,也就是说A∈G(1,0).同理可证Tn(t)

是An 生成的收缩C0 半群,即An∈G(1,0).最后

由Trotter逼近定理可知对每一y∈X 和t≥0,当

n→∞时Tn(t)y→T(t)y.
这样就证明了系统动态解的逼近.

4 数值模拟

下面利用数值计算方法,对上述结果进行数

值模拟,以期待验证理论结果的正确性,并以此说

明上述离散化方法的合理性.
为此假设故障率和修复率为常数,即

λj=λc=λ(j=1,2,3,4),μd=μ3(x)=μ4(x)=μ.
并令

∫
∞

0
pj(x,t)dx=pj(t);j=3,4

则系统(Ⅰ)转化为一个常微分方程组(Ⅱ):

dp0(t)
dt =-m0p0(t)+μdp1(t)+∑

4

j=3
μnj
(x)pj(t)

(19)

dp1(t)
dt =-m1p1(t)+λ1p0(t) (20)

dp2(t)
dt =-m2p2(t)+λcp0(t)+λcp1(t)(21)

dp3(t)
dt =λ3p2(t)-μn3

(x)p3(t) (22)
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dp4(t)
dt =λ4p2(t)-μn4

(x)p4(t) (23)

p0(0)=1,pj(0)=0;j=1,2,3,4 (24)

记m0=λ1+λc,m1=λ2+μd,m2=λ3+λ4.

下面用 Matlab数学软件求常微分方程组的

数值解,此时令λ=0.5,μ=0.5,其结果如图2所

示.

(a)p0
  (b)p1

  (c)p2

(d)p3 (e)p4

图2 系统Ⅰ的数值解(μ3(x)=μ4(x)=常数)
Fig.2 NumericalsolutionofSystemⅠ (μ3(x)=μ4(x)=const)

由以上模拟图形可以看出系统动态解是存在

的.这与以上证得的结论是相符的,从而也说明了

半离散化方法应用于该模型是合理的.

5 结 语

本文通过半离散逼近算法将具有两种修复方

法的复杂可修复系统模型进行合理离散并运用

Trotter逼近定理加以证明.同时在假设故障率和

修复率为常数的前提下利用数值计算的方法对该

模型进行数值模拟,得到了该系统的数值解,并给

出了相应的数值模拟图,从而更有效地利用计算

机寻求数学问题近似解,更好地解决数学问题.
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Studyofsolutionofrepairablesystemwithtwotypesofrepairfacilities

ZHOU Li*, LU Xuejuan, WANG Weihua

(CollegeofScience,QiqiharUniversity,Qiqihar161006,China)

Abstract:Thesemi-discretealgorithmisappliedtotherepairablesystemwithtwotypesofrepair
facilities,therepairableratein[0,x0]isdiscretizedandthesemi-discretemodelofthesystemis

acquired.Furthermore,byusingtheoperatorsemi-grouptheoryinfunctionalanalysis,thesemi-

discretepartialdifferentialequationistransformedtotheabstractCauchyproblems,i.e.thematrix

ordinarydifferentialequations.Thenthesolutionofthematrixordinarydifferentialequationsis

provedtoconvergetothesolutionoftheoriginalequationaccordingtoTrotterapproximatetheorem.

Atlast,becausethefailurerateandtherepairablerateareconstants,usingMatlabthestabilityand

thereliabilityofthesystemareprovedandthenumericalsolutionofthesystemisacquired,the

correspondinggraphtrendisgiven.Theresultsshowthatsemi-discretestudyoftherepairablesystem

modelwithtwotypesofrepairfacilitiescannotonlylayatheoreticalfoundationfortheuseofthe

computerforfurthernumericalcalculation,butalsohavepracticalvaluetoanalyzeandstudythe

reliabilityofthesystem.

Keywords:repairablesystem;semi-discretization;convergence;numericalcalculation
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