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一类作为网络模型的可平面无标度图
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摘要:无标度特性普遍存在于大量的实际网络和人造网络中.为了更好地研究这类无标度

网络模型的拓扑性质和内在动力学,大量的模型被建立,如随机网络模型和确定性网络模型.
鉴于以往确定性模型中的无标度指数都是唯一不变的常数,定义了一类具有广义自相似性的

增长网络模型,分析了它的一些拓扑性质:平均度、聚集系数、直径、度分布、最多叶子生成树.
得出该模型具有无标度特性和小世界效应,并且可以通过调整相应的参数来获得丰富的无标

度指数.
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0 引 言

为了认识自然、改造自然,学者们在面对大到

天体,小到人类及其他动物界,甚至微生物界之间

存在的种种联系时,形象生动地提出了复杂网络

这一概念,随之产生了大量的复杂网络模型.

Watts等[1]提 出 了 小 世 界 网 络 模 型,Barab􀅡si
等[2]首次提出了无标度网络模型.在此之后的十

几年,学术界对复杂网络的研究热潮不衰反增,吸

引了众多学者的不断涌入,使得复杂网络的研究

不论纵向深入还是横向拓展都取得了丰硕的成

果.现今复杂网络研究涵盖了诸多学科领域,如物

理、数学、计算机科学、化学、生物学、经济学等,在

研究各领域中不同的研究对象时,产生了大量的

网络模型,如物联网、地震网、食物链网、电力网、

细胞新陈代谢网、神经信号传送网、股市等[3-10].
对真实网络进行了海量的研究之后,学者们不

约而同地阐释了众多网络具有的拓扑共性:(1)小

的直径和平均距离;(2)高的聚集系数;(3)服从幂

率分布(无标度性);(4)自相似性;(5)层次结构.
从而为复杂网络的进一步研究指明了方向.为了

认识、理解复杂网络,学者们通过循环迭代的方法

构造新的随机模型,讨论它的拓扑性质.
本文模型的建立亦采用当前比较热门的随时

间循环迭代的增长方法.不同于先前研究的是,网

络的增长是通过实施平行加边运算进行的,并且

引入另一个增长参数d(时间t是一个增长参

数),这样使得文中的模型更具有一般性,拓扑结构

更加丰富多样.此外,新建立的模型是可平面的.模

型的可平面性有很多方面的应用与研究,平面结构

不仅是印刷电路中的结构,它在数学中也有较多的

研究,如著名的平面图的四色问题.在文献[11]中

提到,所有的无标度网络都是稀疏的,并且在幂率

分布式Pcum(k)~k-γ中γ∉[0,2],然而本文中的

模型M(t)具有无标度特性,但γ=ln3dln2d∈
[0,2],

Barab􀅡si等[2]同样类似地认为无标度网络的幂率

指数γ∈[2,3],本文认为可以拓展无标度的数学

定义.

1 模型的迭代及其拓扑性质

1.1 模型的迭代

在本文的网络模型M(t)中,用顶点刻画研究

中的每个实体对象,顶点间的连边表示实体对象



间的相互联系,L(t)表示M(t)的最多叶子生成树

的叶子数,文中未定义的术语和符号均采用图论

中标准的术语和符号[12].模型 M(t)可以通过迭

代的方法得到,如下:

(1)当t=0时,模型M(0)由一条活动边和与

之关联的两个顶点组成.
(2)当t>0时,模型 M(t)可以通过对模型

M(t-1)中的活动边实施平行加边运算获得.这

里的活动边是指模型 M(t-1)在t-1时刻新产

生的边,每条活动边至少含有1个二度顶点,不妨

称在t-1时刻之前的边为休眠边.
为了便于叙述,本文采用符号Vg(t)、Eg(t)

分别表示模型 M(t)在t时刻所产生的新顶点集

合和活动边集合.类似地,采用符号 Vg(t)与

Eg(t)分别表示模型M(t)在t时刻所具有的新

顶点集合中顶点的数目和活动边的数目,符号

V(t)与 E(t)分别表示模型M(t)的总顶点数

目和总边数目.显而易见,每一步迭代过程中,给

每条活动边实施平行加d条边,然后将这d条边

的左右顶点分别与该活动边的左右顶点相连,连

接完毕后该活动边进入休眠.总共涌现出3d 条

新的活动边,即 Eg(t+1)=3d Eg(t).根据

Eg(0)=1,有 Eg(t)=(3d)t.每迭代一步,将

有 2d 个 新 的 顶 点 与 一 条 活 动 边 对 应,即

Vg(t+1)=2d Eg(t) =2d· (3d)t,其 中

Vg(0)=2.易得模型M(t)在t时刻所具有的总

顶点和总边的数目分别如下:

V(t)=∑
t

i=0
Vg(i)=2+2d

(3d)t-1
3d-1 =

2d·(3d)t+4d-2
3d-1

(1)

E(t)=∑
t

i=0
Eg(i)=1+3d

(3d)t-1
3d-1 =

(3d)t+1-1
3d-1

(2)

通过上述迭代构造出的模型 M(t)是可平面

的,如果加边参数d 同时满足d=m+n,m 表示

一条活动边上方加边的条数,n表示一条活动边

下方加边的条数,这样便可以得到一族可平面的

广义自相似网络模型.随着时间的推移,这一族网

络模型将是相当复杂的[8].图1为模型 M(t)在

t=0,1,2,d=m+n=2(m=n=1)的拓扑结构.

图1 模型 M(t)拓扑结构

Fig.1 ModelM(t)topologicalstructures

1.2 模型的拓扑性质

1.2.1 平均度 网络的平均度<k>为边个数的2
倍与顶点个数之比,即

<k>=2E
V =

(3d)t+1-1
d·(3d)t+2d-1

(3)

随着时间的推移,模型M(t)的顶点和边数目

越来越大,不难发现,当t→∞时,整个模型 M(t)
的平均度趋于一固定常数3,即

<k>=2E
V →3;t→∞ (4)

位于活动边xy上下不同位置的新顶点和新边会

影响以后进入网络的新顶点和新边的位置,从而

导致模型M(t)的拓扑结构的复杂性(图2).

1.2.2 聚集系数 一般复杂网络中顶点i的聚

集系数定义为<ci>=
ni

ki(ki-1)
,其中ki 表示与顶

点i相邻的顶点的个数,ni 表示这些相邻的ki 个

顶点之间实际存在的边数.在构造模型M(t)的过

程中,与 任 何 一 个 顶 点 相 邻 的 顶 点 集 合 中 任
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图2 模型 M(t)在t=0,1,d=m+n=6的拓扑结构

Fig.2 ModelM(t)topologicalstructuresatt=0,1,d=m+n=6

意两顶点与该顶点不能构成一个三角形,所以

ni=0,故<ci>=0.对整个模型而言,它的聚集系数

<c>= 1
V(t) ∑

V(t)

i=1

<ci>=0.

1.2.3 直径 直径作为研究复杂网络的另一个

重要参数,往往对网络的随机游走研究起到一定

的作用,然而很多复杂网络的直径并不是轻松获

得的,一般来说,获得一些网络直径的精确解是相

当困难的.模型M(t)基于对称迭代构造,便于获

得直径的精确解.分析得知,模型 M(t)中任意两

顶点间的距离中只有在t时刻新加入的对称顶点

间的距离最长,根据直径的定义D(t)=max{dij|

i,j∈V(t)},其中dij表示顶点i与顶点j的距离,

进一步分析得知,M(t)中的直径D(t)可以表示

为:顶点i先走到与之相邻的在t时刻休眠边的

顶点it,顶点j先走到与之相邻的在t时刻休眠边

的顶点jt,直径D(t)=1+ditjt+1.根据模型的对

称性知,顶点it 与顶 点jt 的 距 离ditjt
是 模 型

M(t-1)的直径,故D(t)=D(t-1)+2,t≥2,因

D(1)=1,M(t)的直径为

D(t)=3+2(t-1) (5)

从式(5)可以看出,当t很大时,t~ln V(t)≈
ln(3d)t=t·ln3d,也就是D(t)~ln V(t).说

明模型M(t)是稀疏的.

1.2.4 度分布 度分布是一个刻画复杂网络是

否具有无标度性质的拓扑参数.对模型M(t)中顶

点的度构成的度谱分析可知,这是一些离散的数

据,为了获得模型 M(t)的度分布,采取累积度分

布的计算方法[4]:

Pcum(k)=
∑
k'≥k

V(t,k')

V(t)
(6)

其中V(t,k')表示在t时刻M(t)中度为k'的顶点

集合,下面做详细的论证.在t=0时,M(0)有两

个度为1的顶点,之后的每一次迭代中新加入的

顶点的度都是2.为了简化叙述,采用符号k(i,

t),kg(i,t),kp(i,t)表示在t≥ti 时与顶点i相关

联的边的数目、活动边的数目、休眠边的数目.显
然有k(i,t)=kg(i,t)+kp(i,t).鉴于模型M(t)的
构造,可以得到:当i=0时,模型 M(t)中的两个

属于M(0)的初始顶点的度为

k(i,t)=d
t+1-1
d-1

(7)

在ti≥1时,

kp(i,t+1)=kg(i,t)+kp(i,t),kg(i,ti)=2

kg(i,t+1)=2dkg(i,t),kp(i,ti)=0
(8)

由式(8)计算得

kg(i,t)=2·(2d)t-ti

kp(i,t)=2
(2d)t-ti-2d
2d-1

(9)

注意到在ti 时刻,有 Vg(ti)=2d·(3d)ti-1个
顶点进入网络,这些顶点在t时刻有着相同的度.
将式(9)代入k(i,t)=kg(i,t)+kp(i,t),得

k(i,t)=kg(i,t)+kp(i,t)=4d
·(2d)t-ti-4d
2d-1

(10)

在ti 时刻,考察度为k 的顶点的度分布,由式

(10)可得

t-ti=
lnk

(2d-1)+4d
4d

ln2d
(11)

联立式(6)、(7)、(11),得到网络模型M(t)的累积

度分布为

 Pcum(k)= 1
V(t)∑k'≥k V(t,k')=
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1
2d·(3d)t+4d-2

3d-1

×

2+∑
ti

t'i=1
2d·(3d)t'i[ ]=

2d·(3d)ti +4d-2
2d·(3d)t+4d-2=

2·(3d)t-
lnk(2d-1)+4d

4d
ln2d +1

+12d-6
2·(3d)t+1+12d-6

(12)

当t很大时,由式(11)知,式(12)可简化为

Pcum(k)≈(3d)
-
lnk(2d-1)+4d

4d
ln2d =(3d)-

ln ( k
2-

k
4d+1)

ln2d =

(k2-
k
4d+1)

-ln3dln2d

=

k-ln3dln2d (12-
1
4d+

1
k )

-ln3dln2d
(13)

当k≫1时,将获得如下表达式:

Pcum(k)≈k
-ln3dln2d (12-

1
4d)

-ln3dln2d
(14)

即度分布满足幂率分布Pcum(k)≈k-γ,其中γ=
ln3d
ln2d.因此,模型 M(t)是一个无标度网络模型.

在文献[11]中提到,所有的无标度网络都是稀疏

的,并且在幂率分布式Pcum(k)~k-γ中γ∉[0,

2],然而本文的模型M(t)具有无标度特性,但γ=
ln3d
ln2d∈

[0,2].注意到,文献[8]也得到类似的结

论,对无标度网络的认识又深入了一步.
1.2.5 最多叶子生成树 网络的生成树作为一个

研究网络的工具目前正越来越受到诸多学者的青

睐,很多文献对此做了不同程度的分析,提出了一

个研究网络的重要参数———熵 (h=lim
t→∞

lns(t)
V(t)

,

其中s(t)表示给定网络的生成树的总数,V(t)表

示给定网络的顶点数 ) .熵刻画了给定网络的同

步性和抗干扰能力,很受网络安全学者们的关注.
最多叶子生成树是一类重要的生成树,对研究网

络的最优问题及随机游走问题起到至关重要的作

用.鉴于构造模型M(t)的迭代方法,获得了M(t)
的最多叶子生成树的叶子数目L(t)满足一个递

推公式,具 体 分 析 如 下:在t=0时,M(0)中

L(0)=2;在t=1时,M(1)的最多叶子生成树可

通过删掉 M(1)中的新加入的d 条活动边,得

L(1)=2d;在t=2时,M(2)的最多叶子生成树可

通过依次删掉M(2)和M(1)中新加入的
(3d)2
3

和

d条活动边,得L(2)=6d2=2d·(3d)2-1;在t=3
时,M(3)的最多叶子生成树可通过依次删掉 M

(3)、M(2)和M(1)中的新加入的
(3d)3
3
、(3d)

2

3
和

d条活动边,得L(3)=18d3=2d·(3d)3-1.运用

数学归纳法,假设在t-1时刻,L(t-1)
L(t-2)=3d

成

立,那么在t时刻,M(t)的最多叶子生成树可通

过依次删掉M(t)、M(t-1)、M(t-2)、…、M(1)

中的新加入的
(3d)t
3
、(3d)

t-1

3
、(3d)

t-2

3
、…、d条活

动边得到.这样删边得到所有的叶子就是在t时

刻进入网络的顶点,即

L(t)= Vg(t)=2d·(3d)t-1=3d·L(t-1)

(15)

2 结 语

理论分析表明,本文建立的模型具有无标度

特性和小世界效应.在最近的生物网络研究中,有

学者发现了一类特殊的现象:网络中每个顶点的

邻居顶点集中任何顶点彼此之间没有边相连(聚

集系数<c>=0)[8,13],而且这样的网络具有较强的

鲁棒性.在实际生活中,可以提高对蓄意攻击的预

防性,加强网络的安全性.本文的模型正好吻合这

一现象,有力推动对该类特殊网络的进一步研究,

这也提醒人们在今后的研究中更加关注此类复杂

网络.复杂网络的研究正在如火如荼地进行着,研

究成果层出不穷,研究方法也在日趋完善,日后将

关注网络研究中的熵与随机游走等问题[8,10].
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Aplanarscale-freegraphsasnetworkmodels

MA Fei, YAO Bing*

(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Thescale-freefeatureispopularinamountsofreal-lifeandartificialcomplexnetworks.In
ordertostudythetopologicalpropertiesandintrinsicdynamicsofthiskindofscale-freenetwork

model,lotsofmodelsarepresented,suchasrandom network modelsanddeterministicones.

Consideringthatthescale-freeexponentisanuniqueconstantinthosepreviousdeterministicmodels,

ageneralizedself-similaritygrowingnetworkmodelisproposed.Itstopologicalproperties,including
averagedegree,clusteringcoefficient,diameter,degreedistribution,maximum-leaf-spanning-treeare

analyzed.Itshowsthatthismodelhasscale-freecharacteristicsandsmall-worldeffects,andthescale-

freeexponentcanbeenrichedbyadjustingcorrespondingparameters.

Keywords:scale-freegraph;networkmodel;small-worldeffect
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