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摘要:从非线性断裂力学模型的角度,开展准脆性材料(混凝土)裂纹过程区的有效模拟,是
当前的研究热点之一.扩展比例边界有限元法(X-SBFEM)兼有扩展有限元法(XFEM)和比

例边界有限元法(SBFEM)两种方法的优势,利用SBFEM求解裂尖段应力奇异性问题,利用

XFEM模拟非裂尖段位移场不连续.为在X-SBFEM中增加非线性断裂模型,提出采用side-
face力的形式,基于黏聚力模型,通过线性叠加迭代法来模拟准脆性材料(混凝土)裂纹过程

区.最后,以数值算例———单边缺口的三点弯曲梁和四点剪切梁———模拟裂纹过程区能量耗

散影响,验证了所提方法的精度与应用效果.
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0 引 言

材料的断裂行为以及断裂过程的数值模拟是

评估结构承载能力的重要依据.近几年从断裂力

学角 度 提 出 的 扩 展 比 例 边 界 有 限 元 法 (X-
SBFEM)是在扩展有限元法[1-2](XFEM)和比例

边界有限元法[3-4](SBFEM)的基础上发展而来

的.X-SBFEM[5-6]兼有两种方法的优势,在裂纹主

体段用XFEM 模拟,在裂尖段用SBFEM 模拟,
最终建立裂纹体的总体平衡方程并进行求解.其
中,XFEM的虚自由度与SBFEM 的全实自由度

的衔接是重点环节.X-SBFEM 克服了扩展有限

元在域内裂纹尖端近场需要增强函数来描述,且
某些情况下,该增强函数将是非多项式或不连续

的,造成在形成刚度矩阵时需要特殊处理.而进一

步考虑模型裂纹过程区(FPZ)的非线性影响,在

X-SBFEM的基础上,引入非线性断裂力学,对于

推进模型的应用具有重要工程意义.一般的,准脆

性材料裂纹的模拟主要有线弹性的方法(LEFM)
和非线性的方法(NFM),用LEFM还是NFM取

决于FPZ相对于结构的尺寸[7].现在线弹性力学

只能应用在大尺度结构上(如混凝土大坝等)的观

点已被广泛接受.为得到更高的计算精度,对于正

常尺寸的结构(如混凝土梁)应用基于FPZ的非

线性断裂力学模型是有必要的[7].
Yang等[8]、Shi等[9]近年采用FEM-SBFEM

耦合的方法或P-SBFEM 模拟FPZ的非线性行

为时,都通过插入黏聚界面单元(CIEs)来进行分

析.这种方法在模拟裂纹扩展过程中,新生成裂纹

边界变得扭曲复杂,对于复杂结构模型应用起来

有一定的难度[7].
本文提出在X-SBFEM基础上采用线性渐进

叠加假设的迭代法求解裂纹面黏聚力来考虑裂纹

过程区的非线性影响,并通过对裂纹扩展问题采

用基于LEFM 的最大环向拉应力准则来预测裂

纹路径,模拟裂纹尖端FPZ的能量耗散.

1 扩展比例边界有限元法(X-SBFEM)
基本理论

X-SBFEM的主要工作是通过建立裂尖超单

元利用SBFEM半解析的性质来模拟裂尖近场的



非连续行为,而在裂纹非裂尖段则采用XFEM来

描述,关键是单元接触界面处的数值处理.图1是

模型域内拓扑关系的示意图[6].

图1 X-SBFEM含裂纹模型域内拓扑关系

Fig.1 Topologicalrelationinthemodeldomainincluding
acrackbasedonX-SBFEM

1.1 扩展有限元法(XFEM)原理

基于单元分解思想,裂纹的主体段用扩展有

限元法进行模拟,其位移场的一般形式为[10]

uh(x)=∑
I∈Nfem

NI(x)qI+∑
J∈Nc

NJ(x)Q(x)aJ (1)

式中:Nfem、Nc 分别为普通有限元、因被内部裂纹

贯穿而增强的节点.N 表示形函数.qI 为普通自

由度,而aJ 为与 Q所关联的广义自由度(如图1
中方形节点所示),Q(x)为 Heaviside阶跃函数.
扩展有限元平衡方程为
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式中:Ke
aa、Ke

bb、Ke
ab和Ke

ba分别为与普通自由度相

关联、与广义自由度相关联及与普通自由度和广

义自由度相耦合的刚度阵;Pa 和Pb 分别为普通

自由度和广义自由度上的等效节点力[10-11].
1.2 比例边界有限元法(SBFEM)原理

如图2所示,考虑裂尖SBFEM 超单元内裂

纹面有side-face力.首先在不考虑体力的情况

下,SBFEM的位移场和应力场为[3]

u(ξ,η)=N(η)u(ξ)=∑
n

i=1
ciξλiN(η)φi (3)

 σ(ξ,η)=DLN(η)u(ξ)=

DB1(η)u(ξ),ξ+
1
ξ
DB2(η)u(ξ)

(4)
式中:N(η)为边界的形函数,φi 和λi 分别为特征

值及位移模态,ci 表示积分常数,D 为弹性模量矩

阵,L 为线性算子矩阵,B1(η)和B2(η)决定于

SBFEM超单元的几何特性.根据虚功原理可推得:

P=Kuh=E0ΦλΦ-1+ET
1 (5)

E0ξ2u(ξ),ξξ+(E0+ET
1-E1)u(ξ),ξ-E2u(ξ)=0

(6)
式中:P为超单元边界等效节点力,Φ 为由位移模

态为列所组成的矩阵,uh 为边界节点位移,E0、E1
和E2 分别为位移控制方程的系数阵.于是应力

强度因子的公式可表达为[6,12]
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式中:KⅠ、KⅡ为两型应力强度因子,L0 为裂尖到

沿裂纹面延长线与边界相交点的距离.ψyy、ψxy为

应力模态.

图2 SBFEM有限域的边界离散及相似坐标变换

Fig.2 Discretizationonboundarywithelementand

scaled transformation of coordinates of

boundedmediaofSBFEM

1.3 X-SBFEM 耦合模型边界模式

图3描述了一个典型的用XFEM和SBFEM
模拟裂纹的方法.SBFEM 超单元直接通过单元

两条边界来描述裂尖裂纹面,XFEM 则由阶跃函

数引入附加的自由度来描述裂纹非裂尖段非连续

位移场[6].为了保证两种不同单元间的位移连续,
则需引入特殊的矩阵T 使SBFEM 和XFEM 衔

接节点的位移协调.在把SBFEM 得到的未知节

点位移(uE、uF、uA 和uB)转换成XFEM未知节点

位移(q2、q3、a2 和a3)的过程中可以根据之前的

公式推导出一个转换矩阵,如下式:
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(8)
其中I为单位矩阵.为保证位移协调并且把单刚
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矩阵集入总体刚度阵,需把SBFEM 超单元的位

移向量和刚度矩阵重新排列,如下式:
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其中usb为SBFEM 单元在非共用边界上的节点

位移,uxf为 XFEM 单元在共用边界上的节点位

移.转换矩阵T只与SBFEM域和XFEM域共用

边界上的裂纹开口处的形函数有关.K 表示刚度

矩阵,其中下标a表示SBFEM 域和XFEM 域单

元之间共用节点自由度,下标b表示非共用节点

自由度.

图3 扩展有限元域与比例边界有限元域的耦合

Fig.3 CouplingtheXFEMandtheSBFEMdomain

2 非线性断裂力学模型

2.1 线性渐进叠加假设

Hillerborg等[13]提出的 P-a 曲线(external
load-crackmouthopeningdisplacementcurve)是
由混凝土结构的裂纹过程区(FPZ)的黏性行为引

起的.为简化Xu等[14]求解黏性裂纹扩展的方法,
基于线性渐进叠加假设[7],把FPZ当作线弹性裂

纹进行求解.
这种线性简化方法中假设塑性变形为0,忽

略图4(a)中abp曲线非线弹性部分的影响,即把

图4(a)简化成图4(b).由此,图4(b)中B 点是线

弹性点.这样线弹性断裂力学将可以适用于虚拟

的OB 段加载的分析.由此,相同材料及几何特性

条件下,不同预设裂纹长度的一系列构件将会得

到一系列类似的B 点.此时,P-a曲线可以当成这

一系列B 点的包络线.
2.2 开裂准则

混凝土开裂往往呈现复合断裂形态,从数值

角度,结构所承受的总荷载如图5(c)所示,除承

受外荷载外,在裂纹过程区内,如裂纹面之间相对

的位移,包括裂纹面的张裂位移(COD)和滑裂位

移(CSD),没有超过图6所示的限值wc 和sc 时,
则还承受虚拟裂纹面内的黏聚力.但裂纹面相对

       

(a)真实卸载/重加载轨迹

(b)虚拟卸载/重加载轨迹

图4 线性渐进叠加假设

Fig.4 Thelinearasymptoticsuperpositionassumption

(a)只有外力作用

(b)只有黏聚力作用

(c)外力与裂纹面黏聚力叠加作用

图5 叠加法计算应力强度因子KⅠ,Ⅱ

Fig.5 Superpositionmethodforcalculating
stressintensityfactorKⅠ,Ⅱ

位移超过限值的部分令黏聚力为0.对于有黏聚

力的情况,以Ⅰ型应力强度因子为例,应力强度因

子由两部分组成[14]:

KI=KF
I+Kc

I (10)
其中KI 为总应力强度因子;KF

I、Kc
I 分别为由外

荷载 和 黏 聚 力 引 起 的 分 量,均 可 以 由 标 准

SBFEM求解应力强度因子公式来计算.当模型
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由外力而引起裂纹张开时,则KF
I>0,而黏聚力此

时使裂纹趋向闭合,所以 Kc
I<0.在这两者作用

下,存在一个平衡状态,此时,KI=0,即断裂驱动

力等于断裂抗力.由此可以得到KI≥0可以作为

判断裂纹是否会继续扩展的依据[7].
2.3 FPZ软化曲线

裂纹过程区内的正黏聚力σ(x)决定于图

6(a)σ-w 双线性的软化曲线或图6(b)σ-w 单线性

的软化曲线.切分量τ(x)由图6(c)τ-s曲线决定.
图6(a)(b)曲线以下的面积为Ⅰ型断裂能GfI.图

6(c)曲线间的面积为Ⅱ型断裂能GfⅡ 的2倍[8].
假设图6中曲线关系都为不可逆的卸载路径,即
当裂纹面闭合时,一种弹性的卸载将随着w 或s
的减小而沿着图中的割线发生.实心箭头表示加

载,空心箭头表示卸载.

(a)σ-w 双线性关系

(b)σ-w 单线性关系

(c)τ-s关系

图6 裂纹相对位移与黏聚力的关系

Fig.6 Relationsbetweenrelativedisplacementsof
crackandcohesivetractions

2.4 以迭代形式模拟黏聚力模型

本文工作的关键是根据裂纹面的相对位移采

用线性叠加的迭代法求解裂纹面黏聚力.
步骤1 假设结构只受外力F作用,这样可以

根据X-SBFEM基于线弹性假定求出超单元裂纹面

相对位移Δui,再根据图6即可得出相应黏聚力ti.
步骤2 如图5,把外荷载F 和步骤1中得

到的黏聚力ti 一起作用在结构上.其中黏聚力以

side-face力形式施加在裂纹面上.
side-face力分布荷载[5]对应的虚功项为

∫
S

(δu(ξ,η))Tpn(ξ,η)dS=

∫
1

0
(δu(ξ))Tpn(ξ) (x'(ξ))2+(y'(ξ))2dξ=

∫
1

0
(δu(ξ))TFt(ξ)dξ (11)

易得SBFEM非齐次控制方程:

 E0ξ2u(ξ),ξξ+(E0+ET
1-E1)u(ξ),ξ-

E2u(ξ)+ξFt(ξ)=0 (12)
假定荷载及位移模式能由幂级数表达,即

Ft(ξ)=∑
n

i=1
ξtiFti

(13)

ut(ξ)=∑
n

i=1
ξtiϕti

(14)

将式(14)代入式(12)和式(13)可得

ϕti=[(ti+1)2E0+(ti+1)(ET
1-E1)-E2]-1Fti

(15)

qti=[(ti+1)E0+ET
1]ϕti

(16)
因此,边界节点完整位移和等效节点力分别为

uh=∑
n

i=1
ϕti+Φc (17)

P=∑
n

i=1
qti+Qc (18)

其中Φ 和Q 分别为式(6)解出的位移模态矩阵和

力的模态矩阵.综合式(17)和式(18)可得

Kuh=P-∑
n

i=1
qti+K∑

n

i=1
ϕti

(19)

故由 side-face 力 形 式 加 载 的 黏 聚 力 产 生 的

SBFEM等效边界节点力为

RF=-∑
n

i=1
qti+K∑

n

i=1
ϕti

(20)

将uhsb代入式(17)可得

c=Φ-1(uhsb-ϕt) (21)
则可得到SBFEM超单元的位移场为

u(ξ,η)=N(η)(∑
n

i=1
ciξλiφi-ξt+1ϕt) (22)

式中:ϕt 为SBFEM解出的应力模态.由式(22)求
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解出相对位移Δui+1.
步骤3 重复步骤1、2直至ti 与Δui+1的关

系能很好地符合图6中的关系.

3 算例与分析

3.1 单边缺口三点弯曲梁

Hillerborg等曾通过试验研究单边缺口三点

弯曲梁模型[13],梁的材料和几何尺寸数据等如图

7所示.抗拉强度ft=3.33MPa,Ⅰ型断裂能

GfⅠ=137N/m.本算例基于LEFM 最大环向拉

应力准则来预测裂纹扩展路径.单线性软化曲线

(图6(b))被用来做分析.由Ⅰ型断裂能GfⅠ 所得

出的单线性软化曲线限值为wc=0.0823mm.计
算了在20×200网格密度条件下3种裂纹扩展步

长10、20和30mm的结果,并与基于线弹性方

法[6]的结果进行对比.

图7 单边缺口三点弯曲梁

Fig.7 Three-pointsinglenotchedbendingbeam

图8是考虑FPZ非线性的3种不同裂纹扩展

步长时的荷载-加载点位移曲线.由图中可以看出,
陈白斌等[6](基于X-SBFEM)和Yang等[8](基于

SBFEM)基于LEFM 结果数据与 Hillerborg等

的试验数据[13]有很大的差别,尤其是他们的荷载

       

图8 基于非线性断裂力学不同裂纹扩展步长

时三点弯曲梁的荷载-加载点位移曲线

Fig.8 NFM-basedload-LPDcurvesforthree-point

bendingbeam withdifferentcrackincrement

lengths

峰值都比试验的峰值高出较多.这是因为基于线

弹性断裂力学方法无法模拟FPZ的能量耗散.而
从图中可以看出本文方法计算得到的结果与试验

结果[13]是较为符合的,说明本文中所使用的基于

X-SBFEM通过线性叠加的迭代法求解黏聚力的

方法能很好地模拟FPZ的能量耗散.而且从图中

可以看出3种裂纹扩展步长的结果都很符合试验

曲线,这说明不同裂缝扩展步长对计算结果影响

不大.
3.2 单边缺口四点剪切梁

Arrea和Ingraffea曾试验和分析了单边缺

口四点剪切梁模型[15].其几何尺寸及材料参数如

图9所示.假设为平面应力状态.抗拉强度ft=
3.00MPa,Ⅰ型断裂能GfⅠ=100N/m,Ⅱ型断裂

能GfⅡ=10N/m.裂纹路径预测基于LEFM最大

环向拉应力准则.单线性的软化曲线(图6(b))和
τ-s曲线(图6(c))被用来做分析.由Ⅰ型断裂能

GfⅠ=100N/m计算得到的COD限值wc=0.067
mm,由Ⅱ型断裂能GfⅡ求得的CSD限值sc=0.02
mm.计算了在20×200网格密度条件下3种裂纹

扩展步长20、30和40mm的结果,并与基于线弹

性方法[6]的结果进行对比.

图9 单边缺口四点剪切梁

Fig.9 Four-pointsinglenotchedshearbeam

图10和图11分别展示了基于本文方法计算

得到的不同裂纹扩展步长下荷载与裂纹口滑移位

移的关系曲线、荷载与其加载点位移关系的曲线.
其中,由图10可以看出,本文计算结果与 Arrea
和Ingraffea试验得到的数据[15]及Yang等[8](基
于NFM)的数值解拟合较好;从图11可以看出,
本文计算结果与 Yang等[8](基于 NFM)的数值

解较为接近,峰值都明显低于陈白斌等[6](基于

X-SBFEM、LEFM)所得的数值解结果,说明本文

方法较好地基于X-SBFEM算法模拟了裂纹尖端

存在FPZ能量耗散的影响.且由图看出3种裂纹

扩展步长的结果接近,即裂纹扩展步长对计算结

果的影响不是很大,从而验证了X-SBFEM 算法
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对于复合型裂纹扩展问题的适用性.此外,图11
可看成本文方法较好地表现出荷载-加载点位移

曲线snap-back的现象.图12所示为当a=20
mm时F=36.7kN作用下的裂纹轨迹及正黏聚

力沿裂纹面分布图.

图10 基于非线性断裂力学不同裂纹扩展

步长下的荷载-滑移位移曲线

Fig.10 NFM-basedload-CMSDcurves withthe
changeofcrackincrementlength

图11 基于非线性断裂力学不同裂纹扩展步长时

四点剪切梁的荷载-加载点位移曲线

Fig.11 NFM-basedload-LPDcurvesforfour-pointshear
beamwithdifferentcrackincrementlengths

(a)变形几何图
 (b)裂纹面正黏聚力分布

图12 F=36.7kN下的裂纹轨迹

Fig.12 Thecracktrajectoryundertheloadof
F=36.7kN

4 结 语

本文提出基于扩展比例边界有限元法(X-
SBFEM)采用线性叠加迭代法模拟准脆性材料

(混凝土)裂纹过程区的非线性行为,并将其结果

与基于X-SBFEM 采用LEFM 方法得到的结果

进行对比,可以看出其模拟裂纹尖端FPZ的能量

耗散的有效性.本文发展了X-SBFEM 在非线性

断裂过程模拟中的应用.此外,采用该方法不需要

插入CIEs和引入影子域(shadowdomain)就可

以得到较高精度的结果.
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StudyofnumericalmodelofnonlinearfracturebasedonX-SBFEM

FU Xing'an1,2, LI Jianbo*1,2, LIN Gao1,2

(1.StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.InstituteofEarthquakeEngineering,FacultyofInfrastructureEngineering,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Theeffectivesimulationofthefractureprocesszone (FPZ)ofquasi-brittlematerial
(concrete)byusingnonlinearfracturemechanicsmodelisoneofthehotspotsinthecurrentresearch.
Extendedscaledboundaryfiniteelementmethod(X-SBFEM)hasadvantagesofbothextendedfinite
elementmethod(XFEM)andscaledboundaryfiniteelementmethod(SBFEM),makingfulluseof
XFEMtodescribediscontinuousdisplacementfieldinnon-crack-tipareaandSBFEMtopreciselysolve
stresssingularproblemsinthecrack-tiparea.FortheapplicationofnonlinearfracturemodelsinX-
SBFEM,basedonthemodelofthecohesivetraction,theFPZofthequasi-brittlematerial(concrete)

issimulatedusingtheiterativemethodoflinearsuperpositionbytheformofside-facetraction.
Finally,numericalexamplesofthethree-pointsinglenotchedbendingbeamandthefour-pointsingle
notchedshearbeamareusedtosimulatetheenergydissipationeffectintheFPZ,whichverifythe
accuracyandapplicationeffectoftheproposedmethod.

Keywords:extendedscaledboundaryfiniteelementmethod(X-SBFEM);stressintensityfactor;

cohesivetraction;side-facetraction;fractureprocesszone(FPZ)
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