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摘要:针对时变工业过程建模中存在的模型泛化性和适应性较低的问题,利用移动窗技术,

通过使用多个核函数,提出了一种基于移动窗的多核最小二乘支持向量机(LSSVM)建模算

法.该算法在最小二乘支持向量机算法基础上,利用多核组合代替单核,增强了模型的泛化能

力;利用移动窗技术,增加了模型对时变工业过程的动态辨识能力及模型的更新效率.仿真实

验结果表明,该算法具有更好的泛化性能.
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0 引 言

核方法是解决非线性问题的一种很好的方

法,它可以将一个线性不可分问题转化为求解一

个线性可分问题.当原始数据为非线性数据时,核
函数可以把原始数据样本映射到一个高维空间,
将其处理为可分的线性数据,从而实现求解.通过

这种方法,可以在不知道具体映射方法和原始数

据的具体分布情况下,快速地解决高维空间映射

问题,避免了常规算法对特征空间设计的烦琐.因
此越来越多的学者将核方法用于机器学习中[1-2].
目前常用的核函数有sigmoid函数、径向基函数

和线性函数等,其中应用最多的是径向基函数.最
小二乘支持向量机(leastsquaressupportvector
machines,LSSVM)中大多采用径向基函数的单

核结构,但当数据分布不平坦、数据样本异构或数

据不规则、样本规模较大时,单核构成的函数就无

法满足需求.
Lanckriet等[3]提出了多核运行的方法,即多

核学习(multiplekernellearning,MKL),通过将

多个核函数线性组合代替单核.实验结果表明,用
此方法构建的模型比用单核构建的模型性能表现

更出色.在处理不同的问题时,不同的核函数可以

与多种建模算法相结合,从而解决不同的关键性

问题,且两部分互不干扰,可相辅相成形成多种不

同的基于核技术的方法.在解决凸优化问题时,用
交叉验证选择正则化参数,计算量极其烦琐,Jian
等[4]从优化内核和正则化参数的角度出发,提出

了 基 于 半 定 规 划(semi-definiteprogramming,

SDP)的多核学习算法,成功地避免了此缺陷,较
快地形成了一个自动选择模型的过程.Damoulas
等[5]将多核学习用于贝叶斯分类中,并用人工数

据做了验证,证明用多核代替单核可以增加决策

函数的可解释性,比单核模型的性能更好.另外,

单核学习的鲁棒性和泛化性较差,而在多核学习

中确定核函数的问题,最终可转化为基本核函数

和相应系数的确定问题,因此比单核学习算法的

可解释性强、泛化性高[6-7].
按照核函数权值和机器学习参数的确定顺

序,可将多核学习算法的求解方法分为两类:one-
step方法,two-step方法.在one-step方法中,进
行一次循环便可确定核函数的权值和机器学习的

参数值,再利用半定规划SDP、二次约束型二次

规 划 (quadratically constrained quadratic

programming)和二阶锥规划(second-ordercone

programming)等求解.two-step方法是先利用机

器学习的算法更新核函数权值,再利用核函数的



运算更新机器学习中的相关参数,不断重复此步

骤直到最终结果达到精度要求.较常用的two-
step方法是半无限线性规划(semi-infinitelinear

programming)方法[8].
本文针对时变工业过程建模问题,融合移动

窗技术、LSSVM 和基于lp-范数约束的多核学习

等不同算法,提出一种基于移动窗的动态多核学

习算法.

1 多核学习的原理

LSSVM学习结果的表达式如下:

y(x)=∑
n

i,j=1
aiK(xi,xj)+b (1)

式中:ai 是拉格朗日因子;b是偏置值;xi(i=1,

2,…,n)是训练样本,n是样本个数;K(xi,xj)=

ϕT(xi)ϕ(xj).
多核学习实质就是利用多个核函数的凸组合

代替单核LSSVM,从而获得更好的性能.多核函

数中多核学习的约束条件为k(xi,xj)=∑
M

m=1
[βm×

km(xi,xj)],其中βm≥0且∑
M

m=1
βm=1,M 为子核函

数的个数,β是子核函数的权值,km(xi,xj)为子核

函数.当多核函数由多个子核函数混合组成时,每
个核函数都有与其相对应的映射ϕm:x→Hm,m=
1,2,…,M.此时即使子核函数不是最优值,也可

以经过学习得到最优的β,进而得到较好的效果.
于是可以得到多核学习模型表达式:

 y=∑
M

m=1
βm<ωm,ϕm(x)>Hm+b=

<ω,ϕβ(x)>Hm+b (2)
其中参数向量

ω=(ωT1 ωT2 … ωTM)

ϕβ= β1ϕ1×…× βMϕM

多核学习通过将多个核函数线性组合来优化

∑
M

m=1
βmkm(xi,xj)和β,从而避免过拟合问题,使结

构风险最小化.式(3)是结构风险最小化的数学表

达式:

inf
ω,b,β:β≥0

1
n∑

n

i=1
V (∑

M

m=1
βm<ωm,ϕm(xi)>Hm+b,yi)+

λ
2∑

M

m=1
ωm

2
Hm+μ

Ω(β) (3)

其中μ>0,Ω(β)是β任意范数的表达式,多核学

习l1-范数可表示为Ω(β)= β 2
1,V(·)表示损失

函数,误差训练的最大值就是上式的解.此时上式

的解 非 凸 性 不 固 有,于 是 用 以 下 变 换:ωm ←

βmωm,C←1nλ
,μ←μ

λ
,可以将式(3)转换,得其等

价公式:

 inf
ω,b,β:β≥0

C∑
n

i=1
V (∑

M

m=1

<ωm,ϕm(xi)>Hm+b,yi)+

1
2∑

M

m=1

ωm
2
Hm

βm
+μΩ(β) (4)

2 基于lp-范数约束的多核学习算法

的研究

2.1 基于lp-范数约束的多核学习算法描述

令式(4)中Ω(β)= β 2
p,则根据前面描述可

知,lp(p>1)-范数约束下的多核学习算法的优化

问题可用数学表达式(5)表示:

 inf
ω,b,β:β≥0

C∑
n

i=1
V (∑

M

m=1

<ωm,ϕm(xi)>Hm+b,yi)+

1
2∑

M

m=1

ωm
2
Hm

βm
+μβ 2

p (5)

其中μ>0,β 2 表示 · 2∈Ω(RM).式(5)是

Ivanov正则优化[9]的表示形式,属于多核学习模

型中的一种.另外一种多核学习模型是Tikhonov
正则优化[10].这两种优化方式只是表达形式不

同,其本质相同[10].Tikhonov正则优化在lp(p>
1)-范数约束下的优化问题表示形式如下:

 inf
ω,b,β:β≥0

C∑
n

i=1
V (∑

M

m=1

<ωm,ϕm(xi)>Hm+b,yi)+

1
2∑

M

m=1

ωm
2
Hm

βm

s.t. β p≤1 (6)

2.2 基于lp-范数约束的多核学习算法推导

算法采用Ivanov正则优化,假设表达式(5)
中(ωm,b)是两个固定值,对β求偏导,令其结果

为0,得出如下等式:

-
ωm

2
Hm

2β2m
+μ
∂(12 β 2

p )
∂βm

=0 (7)

将
∂(12 β 2

p )
∂βm

=βp-1
m β 2-p

p 代入式(7),可以

把式(7)化简为
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βm=ζωm

2
p+1
Hm
;∃ζ,∀m=1,2,…,M (8)

又由于 β p≤1,故当其值为1时,可以得到

β最 佳 值,把 式 (8)代 入 式 (7),可 推 出 ζ =

(∑
M

m=1
ωm

2p
p+1
Hm )

1/p
,从而可推出更新权值的迭代公式:

βm =
ωm

2
p+1
Hm

(∑
M

m'=1
ωm'

2p/(p+1)
Hm' )

1/p
(9)

2.3 基于lp-范数约束的多核学习LSSVM 算法

分析

结合上述对多核学习方法的分析和LSSVM
的优化过程描述,可以得到基于lp-范数约束的

MKL_LSSVM的求解式:

 

min 1
2∑

M

m=1

ωm
2
2

βm
+C∑

n

i=1
ζ2i;

ωm ∈Rs
m,ζi∈RN

+,b∈R,β∈Rp
+

s.t.yi= (∑
M

m=1
βm<ωm,ϕm(xi)>Hm +b)-ζi;

∀i,β p ≤1,βm ≥0 (10)
进一步,可以得出在对偶空间中LSSVM 优

化问题的拉格朗日表达式:

 

max
a

(∑
n

i=1
yiai-12∑

n

i,j=1
aiaj∑

M

m=1
βmK(xi,xj)-

1
2C∑

n

i,j=1
aiaj )

s.t.∑
n

i=1
ai =0;∀i=1,2,…,n (11)

从而可推出,对偶空间中基于lp-范数约束的

MKL_LSSVM 的问题等价于式(12)表达的优化

问题:

 

min
β

(max
a

aTy-12a
T∑

M

m=1
βmK(xi,xj)a-

1
2Ca

Ta)
s.t. β p ≤1,βm ≥0 (12)

将式(12)中的 β p 用泰勒展开式ν(β)替换,
则对式(12)的求解就转换为对式(13)的求解:

 
min

β
(max

a
aTy-12a

T∑
M

m=1
βmK(xi,xj)a-

1
2Ca

Ta)
s.t.ν(β)≤1,βm ≥0 (13)

由上面的推导过程可以看出,求解 MKL_

LSSVM 最 终 转 换 为 求 解 线 性 规 划 QCLP
(quadraticallyconstrainedlinearprogramming)

的问题,实质为求解一个含有二次约束的线性问

题.

3 基于移动窗的动态多核 LSSVM
算法

算法中采用式(14)求取拉格朗日因子a 的

值:

0 lT

l Ω+1γI

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

b
a
æ

è
ç

ö

ø
÷=
0

y
æ

è
ç

ö

ø
÷ (14)

求取核函数β,根据LSSVM 中的式(15)可以推

出式(16):

∂L
∂b =0→∑

n

i=1
ai =0

∂L
∂ei

=0→ai =γei

∂L
∂ai

=0→ωTϕ(xi)+b+ei-yi =0

(15)

ωm=∑
n

i=1
aiϕ(xi) (16)

将式(16)代入式(9),得到式(17):

ωm
2=β2makma (17)

从而可以按照式(17)更新核函数权值,其多

核学习的流程图如图1所示.
在原空间,求解基于lp-范数的多核学习算法

步骤如下:

(1)确定相关的子核函数及子核函数需要的

相关参数,并计算k1,…,kM,β
(1)
m =M-1/p.

(2)对相关的输出组合核函数的权值进行赋

值,β=(β
(t)
1  β

(t)
2  … β

(t)
M )T.

(3)执行下面步骤至满足停止条件.

①按照式(14)求解a(t);

②结合式(17)和(9)更新核函数的权值:

βm=
(β2makma)

2
p+1

(∑
M

m'=1

(β2m'akm'a)p/(p+1))
1/p

③上述算法中,如果权值的变化比较小则停

止循环,即 max(βm(t)-βm(t-1))≤e,其中e
是一个非常小的正数.

315 第5期 李 琦等:基于移动窗的多核最小二乘支持向量机建模算法



图1 基于lp-范数的多核学习算法流程图

Fig.1 TheflowdiagramofMKLalgorithmbased

onlp-norm

考虑模型对时变工业过程的动态辨识能力,
利用移动窗技术,定义移动窗长为w,对模型进行

实时更新操作,以提高模型的自适应性.
同时,考虑到核函数的选取和参数的确定会

间接影响输入空间向特征空间的映射,也影响组

合核函数的性能,因此样本数据经过核函数处理

变为核函数矩阵时,要对核函数矩阵进行核标准

化处理.出于以上考虑选用的核函数是高斯核函

数(Gaussiankernel):

Kg(Xi,Xj)=exp(- Xi-Xj
2
2/δ2);

δ∈R+ (18)
在对高斯核函数进行处理时选用了球形标准

化,标准化的数学表达式如下:

K(x,x)↔ K(x,x)
K(x,x)K(x,x)

(19)

通过此操作,可以将所有输入样本都置换到

一个半径为1的单位球内,并且去掉了输入样本

的量纲.

4 仿真实验分析

实验选取了单变量函数和多变量函数两种函

数分别对实验对象进行仿真,其中,选用的核函数

为径向基函数,将核 函 数 的 宽 度[11]设 为2-2,

2-1.5,…,21.5,22,之间相隔0.5;C 取值为2-1,

…,210;p取值[8]为1,4/3,2,4,∞.通过改变p的

值来观察模型性能的变化,定义移动窗长w=50.
(1)性能指标的选取

为了进一步清晰地说明本文提出方案的有效

性,需要采用均方根误差Erms和最大绝对值误差

Em(maximumabsoluteerror)来评估模型的性

能:

Erms= ∑
n

i=1

(yi-fi(x))n (20)

 Em=max(yi-fi(x));i=1,2,…,n (21)

其中yi 表示实际的数据样本值,fi(x)表示按照

该算法所建模型预测出来的预测值,n表示样本

个数.
(2)仿真函数模型

①单变量函数模型

模型是一个典型的非平坦的混合高斯分布函

数[12]:

r(x)=
exp(-

(x-2)2
2×0.32 )

2π×0.3
+
exp(-

(x-7)2
2×1.22 )

2π×1.2
(22)

函数yi=r(xi)+ni,其中xi∈[0,10],ni~

N(0,0.052).从0~10内选取均匀分布的200个

样本,偶数点的100个输入数据作为训练集,奇数

点的100个输入数据作为测试集.
②多变量函数模型

此模型是选取文献[13]中提出的模型,见式

(23).其 中,假 定 系 统 的 输 入 函 数 为 u(t)=
sin(2πt/25)+sin(2πt/10),均匀分布在[-2,2].
e(t)是高斯白噪声序列,定义为e(t)∈N(0,

0.1).用数学表达式对该非线性模型的表述为

y(t)=f(x(t))+e(t),其中x(t)=[y(t-1),

y(t-2),u(t-1)].取其中的200组数据,前100
组作为训练集,后100组作为测试集.

 y(t+1)=y
(t)y(t-1)(y(t)+2.5)
1+y2(t)+y2(t-1)

+

u(t)+e(t+1) (23)
(3)实验结果分析

对两个函数分别单独实验10次,取每次实验

的平均值为相应实验的最终结果.对于式(22),

LSSVM的参数C=210,δ=0.4时最优;对于式

(23),LSSVM的参数C=210,δ=0.1时最优.
表1和表2分别表示单变量函数采用静态多
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核学习和带移动窗的动态多核学习情况下的测试

结果,表3和表4分别表示多变量函数采用静态

多核学习和带移动窗的动态多核学习情况下的测

试结果.
从表1和表2可以看出,对于不同的p值,模

型的测试结果不同,p 值越大,模型的Erms和Em

越小,说明测试值越接近于真实值,模型的预测效

果越好.将表1与表2对比可以发现,前者的Erms
和Em 都远远大于后者,但模型所耗时间均远小

于后者.说明函数在带移动窗的动态多核学习下,
学习效果要优于静态多核学习效果,动态多核学

习下的模型,预测精度更高.由于动态模型具有自

适应性,若当前模型不合适时,需要更新模型,故
其计算量较大,所耗时间较长.

表1 单变量函数在不同lp-范数下的静态

多核学习测试结果

Tab.1 Thetestresultsofone-variablefunction

basedondifferentlp-normstaticMKL

p Erms Em t/s

1

4/3

2

4

∞

0.0081

0.0064

0.0050

0.0041

0.0036

0.0724

0.0527

0.0381

0.0244

0.0189

0.9852

0.7443

1.0165

0.9995

1.1789

表2 单变量函数在不同lp-范数下的带移

动窗的动态多核学习测试结果(w=
50)

Tab.2 Thetestresultsofone-variablefunction

based on different lp-norm dynamic

MW_MKL(w=50)

p Erms/10-4 Em t/s

1

4/3

2

4

∞

2.3704

1.8086

1.3315

1.0377

0.7836

0.0016

0.0011

0.0008

0.0005

0.0003

5.8339

4.6327

5.2686

4.0722

9.6058

从表3和表4可以看出,不同于单核函数,模
型的预测效果并不会随着p 值的增大而变好,p
值过小或过大,模型的性能都会降低.p=4/3时,
模型的预测效果最好.同样对比表3和表4,可以

发现:函数在带移动窗的动态多核学习下,模型的

误差较小,拟合效果较好,学习效果要优于静态多

核学习效果.但是对于多变量函数,带移动窗的动

态多核学习算法基本上比静态多核学习算法所耗

时间长,但两者计算复杂度差别不是特别大.

表3 多变量函数在不同lp-范数下的静态

多核学习测试结果

Tab.3 Thetestresultsofmultivariablefunction

basedondifferentlp-normstaticMKL

p Erms Em t/s

1

4/3

2

4

∞

0.0197

0.0194

0.0203

0.0212

0.0223

0.0631

0.0613

0.0698

0.0651

0.0716

4.2881

3.0679

2.9379

2.9243

3.1722

表4 多变量函数在不同lp-范数下的带移动窗

的动态多核学习测试结果(w=50)
Tab.4 Thetestresultsofmultivariablefunctionbased

ondifferentlp-normdynamicMW_MKL(w=
50)

p Erms/10-4 Em t/s

1

4/3

2

4

∞

3.7643

3.6297

3.8556

3.9867

4.1057

0.00216

0.00203

0.00215

0.00220

0.00223

4.0133

3.6933

3.9323

3.6360

4.0298

5 结 语

针对复杂时变工业过程建模问题,提出了基

于移动窗的动态多核LSSVM 算法,将移动窗技

术与传统的静态多核学习方法相结合,利用多核

组合代替传统的单核,并给出了相关算法的步骤

描述.最后用单变量函数和多变量函数两个非线

性函数进行了实验仿真,结果验证了所提方法构

建的模型性能优于传统的静态多核学习方法,模
型的泛化性更好.

参考文献:

[1] WORTONBJ.Kernelmethodsforestimatingthe

utilizationdistributioninhome-rangestudies[J].

Ecology,1989,70(1):164-168.
[2] 张凯军,梁 循.一种改进的显性多核支持向量

机[J].自动化学报,2014,40(10):2288-2294.

ZHANG Kaijun, LIANG Xun. An improved

515 第5期 李 琦等:基于移动窗的多核最小二乘支持向量机建模算法



domainmultiplekernelsupportvectormachine[J].

ActaAutomaticaSinica,2014,40(10):2288-2294.
(inChinese)

[3] LANCKRIET G R G, CRISTIANINI N,

BARTLETTP,etal.Learningthekernelmatrix

withsemidefiniteprogramming [J].Journalof

MachineLearningResearch,2004,5:27-72.
[4] JIANLing,XIAZhonghang,LIANGXijun,etal.

Designofamultiplekernellearningalgorithmfor

LS-SVM by convex programming [J].Neural

Networks,2011,24(5):476-483.
[5] DAMOULAS T, GIROLAMI M A. Pattern

recognition with a Bayesian kernelcombination

machine[J].Pattern Recognition Letters,2009,

30(1):46-54.
[6] 汪洪桥,孙富春,蔡艳宁,等.多核学习方法[J].自

动化学报,2010,36(8):1037-1050.

WANG Hongqiao,SUN Fuchun,CAIYanning,

etal.On multiplekernellearning methods [J].

ActaAutomaticaSinica,2010,36(8):1037-1050.
(inChinese)

[7] 杨 柳,张 磊,张少勋,等.单核和多核相关向量

机的比较研究[J].计算机工程,2010,36(12):

195-197.

YANG Liu,ZHANG Lei,ZHANG Shaoxun,

etal.Comparisonresearchofsinglekerneland

multi-kernel relevance vector machine [J].

ComputerEngineering,2010,36(12):195-197.(in

Chinese)

[8] KLOFT M,BREFELD U,SONNENBURG S,

etal.lp-normmultiplekernellearning[J].Journal

ofMachineLearningResearch,2011,12:953-997.
[9] IVANOV V K,VASIN V V,TANANA V P.

Theoryof LinearIll- Posed Problems andits

Applications [M].Berlin: Walterde Gruyter,

2002.
[10]TIKHONOVA N,ARSENIN V Y.Solutionsof

Ill-PosedProblems[M].NewYork:VH Winston

&Sons,1977.
[11]ZHANGXiangrong,HULongying,ZHANGLin.

Anefficientmultiplekernelcomputationmethodfor

regression analysis of economic data [J].

Neurocomputing,2013,118:58-64.
[12]CEPERICV,GIELENG,BARICA.Sparsemulti-

kernelsupportvectorregressionmachinestrainedby

active learning [J]. Expert Systems with

Applications,2012,39(12):11029-11035.
[13]CAI Yanning, WANG Hongqiao,YE Xuemei,

etal. A multiple-kernel LSSVR method for

separable nonlinear system identification [J].

JournalofControlTheoryandApplications,2013,

11(4):651-655.

MultiplekernelLSSVM modelingalgorithmbasedonmovingwindow

LI Qi*, DU Xiaodong, ZHANG Honglüe, XING Liping

(SchoolofControlScienceandEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Inordertosolvetheproblemofmodelinginthetime-varyingindustrialprocesswhichhas
lowermodelinggeneralizationandadaptation,amultiplekernelleastsquaressupportvectormachines
(LSSVM)modelingalgorithmbasedonmovingwindowtechnologyisproposedbyusingmultiple
kernelfunctions.Multiplekernelgroupsareusedtoreplacesinglekernelinthisalgorithmbasedon
leastsquaressupportvectormachines,whichcanimprovemodel'sgeneralizationperformance.The
algorithmincreasesthedynamicrecognitionabilityforthetime-varyingindustrialprocessandupdated
efficiencyofmodelthrough moving windowtechnology.Thesimulationresultshowsthatthe
algorithmhasbettergeneralizationperformance.

Keywords:dynamicmodeling;kernelfunction;leastsquaressupportvectormachines(LSSVM);

movingwindow
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