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摘要:图的标号主要有 (奇)优美标号、和谐标号、幸福标号、魔幻类标号等.圈龙图和多毛

圈龙图可以作为计算机网络的模型.证明了圈龙图和多毛圈龙图都具有奇优雅标号,证明方

法能够算法化,为网络模型的密码和可区别性研究提供了理论依据和可行的工具.
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0 引 言

图标号研究起源于1967年Rosa的著名的优

美树猜想[1].根据不同的条件,产生了各种类型的

图标号,例如优美标号、奇优美标号、和谐标号、幸

福标号、魔幻类标号等.图的标号在现代科学技术

的诸多领域(计算机科学、信息科学、密码学、数学

证明等)都得到了广泛应用.因此,图标号成为图

论学科中发展迅速的分支之一[2-8].文献[8]收录

了1400多篇关于图标号的文章.而周向前[9]在

2012年提出奇优雅标号的概念,给出若干构造奇

优雅标号的方法,并给出一个猜想:所有的树都是

奇优雅的.文献[9-13]是一些关于奇优雅标号的

研究结果.Wang等在文献[14]中提出了“图结构

+数论”的新型密码设计思想,目的是设计使用者

方便、破译困难的图结构密码.这种设计需要足够

多的图结构、图标号、灵活组合的策略.受文献[7,

10]和环形计算机网络的启发,以及为 Wang等的

设计提供新的具有奇优雅性质的图结构,本文讨

论与计算机网络有关联的圈龙图和多毛圈龙图网

络模型.圈龙图是一种典型的环形计算机网络,每

个顶点可以看作一个服务器;而多毛圈龙图是给

圈龙图的任意顶点添加任意叶子得到的,一个叶

子的顶点代表一个连接某一服务器的用户,多毛

圈龙图是给圈龙图任意添加叶子的过程,它模拟

了用户登录服务器的过程.文献[7]研究的模型也

是一种环形计算机网络模型,但与本文研究的圈

龙图略有不同,且文献[7]没有多毛圈龙图网络模

型.

1 定 义

文中所考虑的图均为有限、无向、简单图.文
中没有定义的术语和符号参见文献[15].为方便

起见,用记号[m,n]表示集合{m,m+1,m+2,
…,n},其中 m 和n 均为非负整数,且满足0≤
m<n;用记号[s,t]o 表示集合{s,s+2,s+4,…,

t},其中s和t均为奇数.
一 个 (p,q)-图 G 是 指 V(G) =p 和

E(G)=q.图G 的一个从顶点集V(G)(或边集

E(G),或全集V(G)∪E(G))到一个非负正数集

的单射f 是指任何2个不同顶点u、v(或2条边

或2个元素)的像不同,即f(u)≠f(v),称f为G
的一 个 标 号 (labelling).以 下 顶 点 标 号 集 合

{f(u)|u∈V(G)}简记为f(V(G)),边标号集合

{f(uv)|uv∈E(G)}简记为f(E(G)).
定义1[8,16] 对于给定的(p,q)-图G,如果存

在一个单射f:V(G)→[0,q],使得边标号集合

f(E(G))= {f (uv)= f(u)-f(v)|uv∈



E(G)}=[1,q],则称 f 是G 的一个优美标号

(gracefullabelling),也称G 为优美图(graceful

graph).此外,若图G 是具有顶点二部划分(X,

Y)的二部图,且f 满足 max{f(x)|x∈X}<
min{f(y)|y∈Y}(以下简记为f(X)<f(Y)),则
称f 是G 的一个集有序优美标号(set-ordered

gracefullabelling).
定义2 对于给定的(p,q)-图G,如果存在

一个单射f:V(G)→[0,2q-1],使得f(E(G))=
{f(uv)= f(u)-f(v)|uv∈E(G)}=[1,2q-
1]o,则称G 为奇优美图(odd-gracefulgraph),f
是G 的一个奇优美标号(odd-gracefullabelling).
若图G 是具有顶点二部划分(X,Y)的二部图,且

f满足f(X)<f(Y),则称f是G 的一个集有序

奇优美标号(set-orderedodd-gracefullabelling).
定义3[10] 对于给定的(p,q)-图G,如果存

在一 个 单 射 f:V (G)→ [0,2q-1],使 得

f(V(G))=p和f(E(G))={f(uv)=[f(u)+

f(v)](mod2q)|uv∈E(G)}=[1,2q-1]o,则称

G 为奇优雅图(odd-elegantgraph),f 是G 的一

个奇优雅标号(odd-elegantlabelling).
给出本文的研究对象圈龙图和多毛圈龙图的

构造:设有圈Ci=ui,1ui,2…ui,aiui,1,其长度为ai=

V(Ci)≥3,i∈[1,n](n≥2).进一步,将圈Ci

的顶点ui,2与圈Ci+1的顶点ui+1,ai+1
重合为一个

顶点(i∈[1,n-1]),再给圈C1 的顶点u1,a1-1用
一条边e连接一个顶点w 得到的图叫作圈龙图

(cyclic-dragongraph),记作D<Ci>n1,顶点w 叫作

龙须(dragonwhisker),圈C1 叫作圈龙图的头

(head),圈Cn 叫作圈龙图的尾(tail).圈龙图的示

意图在图1中给出.在图论学中,一度顶点叫作悬

挂点,也叫叶子.给圈龙图D<Ci>n1 的任意的顶点

ui,j添加pi,j片叶子,其中i∈[1,n],j∈[1,ai],

pi,j≥0,所得到的新图叫作多毛圈龙图(haired

cyclic-dragongraph),记作 HD<Ci>n1.

图1 圈龙图D<Ci>n1
Fig.1 Acyclic-dragongraphD<Ci>n1

2 主要结论

在以下的论证中,若无特殊说明时,ai 是圈

龙图D<Ci>n1 的第i个圈Ci 的顶点数目,圈Ci 上

的顶点记为ui,j,其中i∈[1,n],j∈[1,ai].
引理1 若圈龙图D<Ci>n1=G 具有奇优雅

标号f,则G 是二部图.
证明 设f是G 的奇优雅标号.现定义X=

{v|f(v)是偶数,v∈f(v)},Y={v|f(v)是奇数,

v∈f(v)}.显然,V(G)=X∪Y 以及X∩Y=∅.
因为G 是奇优雅的,所以X 和Y 都是独立集.

□
定理1 设在圈龙图 D<Ci>n1 中,若ai≡

0(mod4)(i∈[2,n]),且a1≡2(mod4),则圈龙

图D<Ci>n1 具有奇优雅标号.

证明 采用第1章中关于圈龙图D<Ci>n1 的

顶点重 合 以 及 记 号.为 简 便,令 D<Ci>n1=G,

V(G)=p,E(G) =q,α(i)=
ai

2
,L(i)=

∑
i

j=1
aj,s=2[L(n)+1],F(i)=∑

n

j=i
aj(i∈[1,n]),

其中F(n+1)=0.定义圈龙图G 的一个标号函

数f 如下:

f(u1,2k)=

F(2)+2k-2n+1; k∈ 1,a1+24[ ]
F(2)+2k-2n+3;

    k∈ a1+2
4 +1,α(1)-1[ ]

s-F(1)-2n+3; k=α(1)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

f(w)=F(1)-2n+3;

f(u1,2k-1)=F(2)+2k+2n-4;k∈[1,α(1)]
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当i∈[2,n]时

f(ui,2k)=F(i+1)+2k-2n+2i-1;

k∈[1,α(i)]

f(ui,2k-1)=

F(i+1)+2k+2n-2i-2;

     k∈ 1,ai

4[ ]
F(i+1)+2k+2n-2i;

     k∈ ai

4+1
,α(i)[ ]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

另外,边标号集合f(E(G))={f(uv)=
[f(u)+f(v)](mod2q)|uv∈E(G)}.

以下证明f 是D<Ci>n1 的一个奇优雅标号,

证明里省略“(mod2q)”.
(1)先证明f(V(G))⊂[0,2q-1],以及对于

任意的顶点u,v∈V(G),有f(u)≠f(v).
不难看出每个f(ui,2k-1)(i∈[1,n],k∈[1,

α(i)])是偶数,每个f(ui,2k)(i∈[1,n],k∈[1,

α(i)])和f(w)是奇数.令 X={ui,2k-1|ui,2k-1∈
V(G),i∈[1,n],k∈[1,α(i)]},Y={ui,2k|ui,2k∈
V(G),i∈[1,n],k∈[1,α(i)]}∪{w}.注意到,当

i∈[1,n]时,有f(ui,2k-1)<f(ui,2k+1)(k∈[1,

α(i)-1]);当i∈ [2,n]时,有 f(ui,ai-1
)<

f(ui-1,1).另一方面,在一个圈龙图G 的头中,有

f(u1,a1)>f(w),f(w)>f(u1,a1-2),f(u1,2k)>

f(u1,2(k-1))(k∈[2,α(1)-1]);当i∈[2,n]时,有

f(ui,2k)>f(ui,2(k-1))(k∈[2,α(i)]).此 外,

f(un,1)=0,f(u1,a1-1)=F(2)+2n+a1-4<s-
1,f(u1,a1)=s-F(1)-2n+3<s-1,f(un,2)=

F(n+1)+1=1.
因此,f(V(G))⊂[0,2q-1],对于任意的顶

点u,v,u≠v,有f(u)≠f(v).
(2)证 明 f(E(G))=[1,2q-1]o.因 为

min{f(uv)|uv∈E(G)}=f(un,1un,2)=f(un,1)+

f(un,2)=0+1=1,max{f(uv)|uv∈E(G)}=

f(u1,a1u1,a1-1)=f(u1,a1)+f(u1,a1-1)=s-F(1)-
2n+3+F(2)+2n+a1-4=s-1=2q-1,

f(u1,a1u1,a1-1)>f(u1,a1-1w),f(u1,a1-1w)>

f(u1,a1-1u1,a1-2),f(u1,2ku1,2k+1)>f(u1,2ku1,2k-1)

(k∈ [a1+24 +1,α(1)-1] ),f(u1,α(1)+3u1,α(1)+2)>

f(u1,a1u1,1),f(u1,a1u1,1)>f(u1,α(1)+1u1,α(1)+2),

f(u1,2ku1,2k+1)>f(u1,2ku1,2k-1)(k∈ [1,a1+24 ] );

当i∈[2,n]时,f(ui-1,1ui-1,2)>f(ui,ai-1ui,ai
),

f(ui,2k-1ui,2k)>f(ui,2k-1ui,2(k-1))(k∈ [ai

4+1
,

α(i)] ),f(ui,α(i)+1ui,α(i))>f(ui,1ui,ai
),f(ui,1ui,ai

)>

f(ui,α(i)-1ui,α(i)),f(ui,2k-1ui,2k)>f(ui,2k-1ui,2(k-1))

(k∈ [2,ai

4 ] ),f(ui,3ui,2)>f(ui,2ui,1).

因此,f(E(G))=[1,2q-1]o,对于任意的边

uv,xy∈E(G),有f(uv)≠f(xy).
综合知:f满足奇优雅标号的定义,定理证明

完毕.
□

图2是定理1的一个示例.

图2 解释定理1的一个例子

Fig.2 AnexampleforillustratingTheorem1
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定理2 若圈龙图D<Ci>n1 满足ai≡0(mod4)
(i∈[2,n]),a1≡2(mod4),那么在其上通过任意

加叶子得到的多毛圈龙图HD<Ci>n1 是奇优雅图.

证明 令α(i)=ai/2,L(i)= ∑
i

j=1
aj,s=

2[L(n)+1],F(i)= ∑
n

j=i
aj(i∈ [1,n]),F(n+

1)=0,F*(i)=∑
n

j=i
α(j)(i∈[2,n]),F*(n+1)

=0,L*(k)=∑
k

j=1
α(j)(k∈ [1,n-1]).

设圈龙图D<Ci>n1=G 具有奇优雅标号f,且

E(G)=q.由引理1,得G 是二部图,它的顶点

集为V(G)=X∪Y,此时X={ui|i∈[1,s]},Y=
{vj|j∈[1,t]}且s+t= V(G).由定理1,得f
是奇优雅的.令f(uk+F*(i+1))=f(ui,2k-1)(k∈[1,

α(i)]),f(usv1)=f(u1,a1-1u1,a1),f(v1)=

f(u1,a1),f(v2)=f(w),f(vα(1)+2-k)=f(u1,2k)
(k∈[1,α(1)-1]),f(vα(i)-k+L*(i-1)-i+3)=

f(ui,2k)(i∈[2,n],k∈[1,α(i)-1]),f(vt)=

f(un,2)=F(n+1)+1=1.显然,每个f(ui)(i∈
[1,s])是偶数,每个f(vj)(j∈[1,t])是奇数.

在圈龙图G 上,对任意的顶点添加任意片叶

子(也可以不添加叶子),得到了一个多毛圈龙图

HD<Ci>n1=G*.设ui 的叶子集是{ui,1,ui,2,…,

ui,li
},vj 的叶子集是{vj,1,vj,2,…,vj,kj

},其中li≥

0,kj≥0,i∈[1,s],j∈[1,t],M(s)=∑
s

i=1
li,

N(t)=∑
t

j=1
kj.因此,V(G*)= V(G)+M(s)+

N(t)=p',E(G*)= E(G)+M(s)+N(t)=
q'.下面给多毛圈龙图G*定义一个如下的标号函

数g:
(i)令g(ui)=f(ui)(i∈[1,s]),g(vj)=

f(vj)(j∈[1,t]).
(ii)令 g(u1u1,1)=2q'-1,g(u1,1)=

g(u1u1,1)-g(u1)=2q'-1,其中g(u1)=0.定义

多毛圈龙图G*的边标号为g(u1u1,j)=2q'+1-
2j(j∈[1,l1]),其顶点标号为g(u1,j)=g(u1u1,j)-
g(u1)=2q'+1-2j(j∈[1,l1]).

再定义多毛圈龙图G*的边标号为g(uiui,j)=

2q'+1-2(j+∑
i-1

q=1
lq ),以及顶点标号为g(ui,j)=

g(uiui,j)-g(ui)(j∈[1,li],i∈[2,s]).
(iii)令 g(v1v1,1)=2q+1,g(v1,1)=

g(v1v1,1)-g(v1),定义多毛圈龙图G* 的边标号

为g(v1v1,l)=2q-1+2l(l∈[1,k1]),顶点标号

为g(v1,l)=g(v1v1,l)-g(v1)(l∈[1,k1]).最后

定义多毛圈龙图G*的边标号g(vivi,j)=2q-1+

2(j+∑
i-1

q=1
kq ),以 及 它 的 顶 点 标 号 g(vi,j)=

g(vivi,j)-g(vi)(j∈[1,ki],i∈[2,t]).
根据标号g的定义,有g(uiui,j)=[g(ui,j)+

g(ui)](mod2q')=g(ui,j)+g(ui)(j∈[1,li],

i∈[1,s]).g(vivi,j)= [g(vi,j)+g(vi)]
(mod2q')=g(vi,j)+g(vi)(j∈[1,ki],i∈[1,

t]).
下面证明g 是多毛圈龙图G* 的奇优雅标

号,叙述里省略“(mod2q')”.
(1)下证g:V(G*)→[0,2q'-1].对于任意

的顶点u,v∈V(G*),有g(u)≠g(v).
显然,每个g(ui)(i∈[1,s])是偶数,每个

g(vj)(j∈[1,t])是奇数;每个g(ui,j)(j∈[1,li],

i∈[1,s])是奇数,每个g(vl,r)(r∈[1,kl],l∈[1,

t])是偶数.注意到0≤g(ui)<g(ui+1)≤2q-2
(i∈[1,s-1]),1≤g(vj+1)<g(vj)≤2q-1(j∈
[1,t-1]).而且g(usv1)=g(us)+g(v1)=2q-
1,g(vt)=1,g(u1vt)=g(u1)+g(vt)=1.

根 据 标 号 g 的 定 义,有 g (uiui,j)>

g(uiui,j+1)≥2q+1(j∈[1,li-1],i∈[1,s]);

g(uiui,li
)>g(ui+1ui+1,1)≥2q+1(i∈[1,s-1]);

2q+1≤g(vivi,j)<g(vivi,j+1)(j∈[1,ki-1],i∈
[1,t]),2q+1≤g(vivi,ki

)<g(vi+1vi+1,1)(i∈[1,

t-1]).进一步,有2q'-1≥g(ui,j)>g(ui,j+1)>
0(j∈[1,li-1],i∈[1,s]),2q'-1≥g(ui,li

)>

g(ui+1,1)>0(i∈ [1,s-1]);0<g(vi,j)<

g(vi,j+1)<2q'-1(j∈[1,ki-1],i∈[1,t]),0<

g(vi,ki
)<g(vi+1,1)<2q'-1(i∈[1,t-1]).

因为

 g(usv1)=g(v1)+g(us)=2q-1,

 g(v1v1,1)=g(v1)+g(v1,1)=2q+1
以及

2q'+1≥g(usus,ls
)=g(us,ls

)+g(us)=

2q'+1-2∑
s

q=1
lq=
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2(q+M(t))+1≥2q+1
因此g(us,ls

)>g(v1),g(v1,1)>g(us).故当u≠v
(u,v∈V(G*))时,总有g(u)≠g(v),g(V(G*))

⊂[0,2|E(G*)|-1].
(2)证明g(E(G*))=[1,2q'-1]o.多毛圈

龙图G*的边标号由两部分组成:{g(uv)|uv∈

E(G*)-E(G)}=[2q+1,2q'-1]o 和{g(uv)|
uv∈E(G)⊆E(G*)}=[1,2q-1]o,也就是说,

g(E(G*))=[1,2E(G*)-1]o,满足奇优雅标

号的定义,定理2得证.
□

解释定理2的一个例子在图3中给出。

图3 解释定理2的一个例子

Fig.3 AnexampleforillustratingTheorem2

3 结 语

本文探索了圈龙图和多毛圈龙图的奇优雅

性.定理1证明了圈龙图具有奇优雅标号,定理2
证明了多毛圈龙图也具有奇优雅标号.进一步研

究发现多毛圈龙图完美地继承了圈龙图具有奇优

雅标号的性质.需要注意的是,本文的圈龙图的圈

Ci 和Ci+1的连接点不能够任意,那么连接点任意

的圈龙图的图是否也具有奇优雅标号呢? 另外,

多毛圈龙图是通过对圈龙图加叶子得来的,并且

良好地继承了圈龙图具有奇优雅标号的性质,那
么这种加叶子的方法是不是可以应用于所有的

图,并且新图是否依然继承了原图的标号性质,这
些都是今后需要继续研究的课题.
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Onodd-elegantqualityofcyclic-dragongraphs
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(1.CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China;

2.SchoolofElectronicandInformationEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Graphlabellings mainlyinclude (odd-)gracefullabellings,harmoniouslabellings,

felicitouslabellings,magictypesoflabellings.Asknown,(haired)cyclic-dragongraphscanbeused

tocomputernetworkmodels.Theodd-elegantqualityof(haired)cyclic-dragongraphsisproved,and

theproofmethodscanbeeasilytranslatedintoalgorithm.Theworkprovidestheoreticalbasisand

feasibletoolsforcryptologyanddistinguishingresearchinnetworks.

Keywords:cyclic-dragongraphs;hairedcyclic-dragongraphs;odd-elegantlabelling;leaf;odd-elegant

graph
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