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摘要:基于非线性弹性动力学理论,研究了由不可压缩超弹性材料组成的球形薄壳在突加

常值荷载作用下的动力响应.材料的本构关系采用了一类多项式形式的Rivlin类模型,并建

立相应问题的数学模型;求得了描述球形薄壳径向对称运动的二阶非线性常微分方程.通过

对微分方程的定性分析,讨论了材料参数及应变能函数的高阶项对方程平衡点个数的影响.
对于给定结构参数和材料参数,证明了存在临界荷载,方程的相图会出现非对称的“∝”型或

“∞”型同宿轨道,薄壳结构的周期和振幅出现跳跃以及结构被破坏等现象;定性指出了当应

变能函数中两个不变量的阶数超过特定值时,薄壳结构不再出现新的动力响应.
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0 引 言

超弹性材料的典型代表有橡胶材料、类橡胶

材料和生物软组织等.因其具有高弹性、大变形等

特点,广泛应用于航空航天、机械工程、医疗器械

等领域.从力学性能上讲,超弹性材料也称为

Green弹性材料,其本构关系可由应变能函数给

出,常见的有neo-Hookean材料、Mooney-Rivlin
材料、Yeoh材料等.作为一种常见的材料模型,

Rivlin类模型广泛应用于橡胶材料的模拟,如丁

腈橡胶、天然橡胶、氯丁橡胶、硫化橡胶等;同时,

Rivlin类模型形式简单,材料参数较少,使用该模

型进行数值模拟可以得到很好的效果[1-2].此外,
由于与实验数据有较好吻合程度,有限元分析中

也常使用Rivlin类模型对橡胶制件进行分析,如
轨道用橡胶扣件受力和寿命分析[3].

关于超弹性材料及其结构的动力响应问题的

研究源于Knowles[4]的工作,他利用材料的不可

压缩条件和结构的对称性研究了无限长不可压缩

弹性圆柱管轴对称振动问题,并将问题约化为一

维非线性问题,给出了超弹性材料模型振动问题

的一般形式解,从而奠定了此类问题的研究基础.
随着有限变形理论和非线性动力学理论的发展,
越来越多的学者致力于超弹性结构动力学问题的

研究.相 关 问 题 的 研 究 进 展 可 参 见 Aranda-
Iglesias等[5] 和 Alijani 等[6] 的 综 述.其 中,
Calderer[7]研究了球壳和柱壳结构在突加荷载下

的动力学问题,给出了荷载对解的定性性质的影

响.Yuan等[8-9]研究了周期阶梯荷载下不可压缩

超弹性材料组成的球膜和圆柱壳的动力学问题,
给出了周期振动的条件.为了分析超弹性本构关

系对 球 形 薄 膜 动 态 膨 胀 的 影 响,Rodríguez-
Martínez等[10]采用6种不同形式的应变能函数

分析了不同的常值荷载和加速度下球壳的变形和

振动问题,指出了对于同样的变形,不同的材料模

型会改变系统的稳定性.Aranda-Iglesias等[11]对

超弹性圆柱壳结构的径向振动进行了研究,分别

对修正的 Mooney-Rivlin模型和具有不变量高阶

项的 Yeoh模型进行分析和比较,并指出,Yeoh
模型提供了比 Mooney-Rivlin模型更保守的预测

性.为了更加深入了解橡胶材料的性能,并对其行

为进行准确模拟,Treloar[12]和Kawabata等[13]使



用硫化橡胶进行了各种变形实验,然后通过实验

数据拟合得到Rivlin类模型的材料参数,并进行

了相应的变形分析.
本文的目的是在已有研究工作的基础上,运

用有限变形理论和非线性动力学理论,研究不可

压缩超弹性 Rivlin类材料组成的球形薄壳的动

力响应问题,并进行必要的定性分析.

1 球形薄壳的运动模型

对于由不可压缩超弹性材料组成的球形薄

壳,当薄壳的内表面受突加常值荷载作用时,考察

薄壳的径向对称运动.在球坐标系中,薄壳的初始

构型表示为

D0= (R,Θ,Φ)R1≤R≤R2,0<Θ≤2π,0≤Φ≤π{ }

(1)
其中R1 和R2 分别表示薄壳的内外半径.在球对

称变形假设下,变形后构型表示为

 D= (r,θ,φ)r=r(R,t)>0,θ=Θ,φ=Φ{ } (2)
其中r(R,t)是径向变形待定函数.用于描述两种

构型映射关系的变形梯度张量F=diag{∂r/∂R,
r/R,r/R},其中λ1=∂r/∂R,λ2=λ3=r/R,分别表

示薄壳的径向和环向主伸长.
根据材 料 的 不 可 压 缩 条 件λ1λ2λ3=1,即

∂r(R,t)
∂R = R2

r2(R,t)
,对其两端关于R 积分,可以

得到

r(R,t)=(R3+r32(t)-R3
2)1/3 (3)

其中r2(t)=r(R2,t),是一个只与时间t相关的待

求函数.易见,式(3)可以完全描述薄壳随时间演

化的径向运动.
对 于 不 可 压 缩 超 弹 性 材 料 组 成 的 薄 壳,

Cauchy应力的主分量为

 σrr(r,t)=λ1∂W∂λ1-p
(r,t),

σθθ(r,t)=σφφ(r,t)=λ2
∂W
∂λ2-p

(r,t) (4)

其中p(r,t)是静水压力,W=W(λ1,λ2,λ3)是不可

压缩超弹性材料的应变能函数.
忽略体积力的作用时,描述薄壳径向对称运

动的平衡微分方程为

ρ0r
..=∂σrr(r,t)

∂r +2r
(σrr-σθθ) (5)

其中ρ0 表示材料密度,r..表示r(R,t)关于时间t
的二阶导数.

在初始时刻,薄壳未发生变形且处于静止状

态,于是相应的初始条件为

r(R,0)=R,r.(R,0)=0 (6)
薄壳的内表面受到与时间无关的径向均布常

值荷载p(p>0)的作用,且外表面无约束时,应力

的边界条件可以表示为

σrr(r(R1,t),t)=-p,σrr(r(R2,t),t)=0,t≥0
(7)

本文中,考虑多项式形式的Rivlin类不可压

缩超弹性材料模型,其应变能函数的一般形式

为[14]

W(I1,I2)=∑
∞

m=1
Am (I1-3)m+∑

∞

n=0
Bn (I2-3)n

(8)
式中:Am、Bn 为材料参数;I1、I2 是右 Cauchy-
Green张量C的两个主不变量,它们与主伸长λ1、

λ2、λ3 有如下关系:

I1=λ21+λ22+λ23,I2=λ21λ22+λ22λ23+λ23λ21 (9)
特别地,当式(8)中的参数Am、Bn 取一些特

殊值时,该模型可以退化为常见的neo-Hookean、

Mooney-Rivlin和Yeoh等形式的材料模型.

2 模型求解

2.1 控制方程量纲一化

对式(3)关于时间t求二阶导数,并进行整理

得到

r..(R,t)= ∂
∂r(R,t)[ ( r42(t)

2r4(R,t)-
2r2(t)
r(R,t))×

r.22(t)-r22(t)
r(R,t)r

..
2(t)] (10)

将式(4)和(10)代入式(5),然后对得到的方

程关于r积分,由边界条件(7)得到

 ρ0 [ (-r42(t)
2r41(t)+

2r2(t)
r1(t)-

3
2 )r.22(t)+

r2(t)(r2(t)-r1(t))
r1(t) r..2(t)]=

p+∫
r2(t)

r1(t)

λ2W
􀮨
'(λ2)

r(R,t)dr
(11)

其中r1(t)=r(R1,t).
为了便于定性分析,引入如下量纲一变换:

τ= t
ρ0B2/A1

,p-=p
A1
,

δ=R2-R1

R1
,x=r

(R2,t)
R2

(12)

其中δ表示薄壳的厚度参数,x 表示薄壳外表面

的变形.
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将应变能函数形式(8)重新记为

Ŵ=W
􀮨(λ)
A1

=∑
∞

m=1
am1(I1-3)m+∑

∞

n=0
bn1(I2-3)n

(13)
其中am1=Am1/A1,bn1=Bn1/A1.

于是,式(11)可约化为如下形式的量纲一方程:

 F(x;δ)x..+G(x;δ)x.2+H(x;δ)-p-=0 (14)
其中

F(x;δ)={[(1+δ)-3x-3-x-3+1]-1/3-1}x
(15)

G(x;δ)=-12
[(1+δ)-3x-3-x-3+1]-4/3+

2[(1+δ)-3x-3-x-3+1]-1/3-32
(16)

H(x;δ)=∫
x

[1+(1+δ)3(x3-1)]1
/3

Ŵ'(λ)
1-λ3dλ

(17)

此外,初始条件(6)变为

x(0)=1, x.(0)=0 (18)

2.2 首次积分解

将式(14)两边同时乘以x2x.,然后关于时间t
积分,根据初始条件(18),得到如下首次积分解:

1
2x

2F(x;δ)x.2+V(x;p-,δ)=0 (19)

其中

V(x;p-,δ)=∫
x

1
x2H(x;δ)dx-13p-(x3-1)

(20)
是势能函数.

令x.=y,式(14)转化为如下的一阶微分方

程组:

 
x.=y

y.=-G(x;δ)y2+H(x;δ)-p-
F(x;δ)

(21)

易见,方程的平衡点为(xe,0),其中xe 满足

方程 H(x;δ)-p-=0,换句话说,对于给定的荷

载p-,可以根据该方程确定平衡点的个数.
当薄壳的结构参数给定时,系统的动力响应

主要受材料的本构关系及突加荷载的影响.通过

对p--x曲线的渐近线和系统平衡点个数的讨论,
进而可以对系统的动力响应进行定性分析.

3 方程定性分析

3.1 平衡点的个数

当参数m、n取不同值时,表1、2分别给出了

薄壳变形曲线的渐近线和平衡点个数的变化情况.

表1 变形曲线的渐近线随应变能函数中

m、n的变化

Tab.1 The change of asymptotic curves of

deformationcurvesfordifferentm,nin

strainenergyfunctions

m
渐近线

n=0 n=1 n=2 n=3 …

1
水平渐近线

k10=0
斜渐近线

k11=4b11
- -

2
斜渐近线

k21=16a21

斜渐近线

k22=4b11+16a21
- -

3 - - - -

…

表2 平衡点的个数

Tab.2 Thenumberofequilibriumpoints

m
平衡点个数

n=0 n=1 n=2 n=3 …

1 0,1,2 1,2,3 1,2,3 1,2,3

2 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3

3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3

…

表1中,水平渐近线和斜渐近线表示变形曲

线在x→+∞时的渐近线类型;“-”表示相应的

变形曲线不存在水平或斜渐近线.
由表1、2不难看出,当m=1,n=0时,系统

最多有2个平衡点,对应的变形曲线有递增和递

减两个分支并且有水平渐近线;当m=1,2且n=
0,1时变形曲线存在渐近线,其他情况不再有渐

近线.不难得出如下结论:当m、n继续增大时,系
统的行为不再发生定性的变化.
3.2 球形薄壳的动力响应

薄壳的厚度取为δ=0.01,初始条件为(1,

0).下面利用非线性动力学理论中的相平面分析

法,结合数值算例对超弹性薄壳结构的动力响应

问题进行定性分析,主要涉及周期振动、振幅跳跃

以及结构破坏等.
特别地,当薄壳做周期运动时,由于薄壳在最

大振幅xmax处满足x.x=xmax=0,对于给定的荷载

p-,根据式(19)求得xmax,进而描述薄壳振动的周

期为

T=2∫
xmax

1

dx
x.=2∫

xmax

1
( x2F(x;δ)
-2V(x;p-,δ))

1/2

dx(22)

3.2.1 m=1,n=0应变能模型响应 当m=1,
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n=0时,式(8)退化为neo-Hookean应变能模型.
此时,该模型只含有I1-3的线性项.图1给出了

变形曲线以及不同荷载时的势能曲线、相轨迹和

时程曲线.

(a)变形曲线

(b)势能曲线

(c)相轨迹

(d)时程曲线

图1 系统的变形曲线、势能曲线、相轨迹和

时程曲线(m=1,n=0)
Fig.1 Thedeformationcurves,potentialenergy

curves,phasediagramsandtimehistory
curvesofthesystem(m =1,n=0)

由图1中的变形曲线p--x可见,存在一个最

大值p-max,当p-<p-max时,系统存在两个平衡点,
记作(xe1,0)和(xe2,0)(xe1<xe2).不难验证,
(xe1,0)是中心点,(xe2,0)是鞍点.由势能曲线可

见,存在一个临界荷载p-c10=2.2132.当p-<p-c10

时,相轨迹为封闭的曲线,因此系统随时间的演化

非线性周期振动;当p-=p-c10时,系统的相轨迹中

出现右侧不封闭的“∝”型同宿轨道;当p-c10<p-

<p-max时,系统虽然有中心点和鞍点,但是相轨

迹中不再有封闭的曲线;当p->p-max时,系统没

有平衡点.时程曲线给出了系统随时间的运动.
图2给出了周期运动时系统周期和振幅随荷

载变化的关系.由图2可见,对于每一个小于临界

值的荷载,都对应着确定的周期和振幅,并且它们

随荷载的增大而增大.但是当p->p-c10时,系统运

动不再有周期性,薄壳的变形会随时间一直变大,
直到破裂.

(a)T-p-曲线

(b)A-p-曲线

图2 周期和振幅曲线(m=1,n=0)
Fig.2 Theperiodandamplitudecurves(m=1,n=0)

3.2.2 m=1,n=1应变能模型响应 当m=1,

n=1时,式(8)退化为 Mooney-Rivlin应变能模

型.此时,该模型存在材料参数b11.由表1可见,变
形曲线始终存在斜渐近线,所以系统至少存在一个

平衡点.如图3中的p--x 曲线,材料参数影响系统

平衡点的个数,并存在临界材料参数b11cr=0.214.
(1)b11=0.1
此时,b11<b11cr.图3给出了不同材料参数的

变形曲线及不同荷载时的势能曲线、相轨迹和时

程曲线.
由图3的变形曲线p--x 可见,当b11<b11cr

时,存在一个局部极小值p-min和极大值p-max.当

p-<p-min时,系统存在一个平衡点,并且为中心

点;当p-min<p-<p-max时,系统存在3个平衡点
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(a)变形曲线

(b)势能曲线

(c)相轨迹

(d)时程曲线

图3 系统的变形曲线、势能曲线、相轨迹和

时程曲线(m=1,n=1)
Fig.3 Thedeformationcurves,potentialenergy

curves,phasediagramsandtimehistory
curvesofthesystem(m =1,n=1)

(xe1,0)、(xe2,0)和(xe3,0)(xe1<xe2<xe3).不难

验证,其中(xe1,0)和(xe3,0)是中心点,(xe2,0)是
鞍点;当p->p-max时,系统存在1个平衡点,并且

为中心点.由势能曲线可见,存在一个临界荷载

p-c11=2.73467.当p-<p-c11时,相轨迹为封闭的曲

线,中心点(xe1,0)是稳定的,系统随时间的演化

非线性周期振动;当p-=p-c11时,系统的相轨迹中

出现非对称“∞”型同宿轨道;当p-c11<p-<p-max
时,系统虽然仍有2个中心点和1个鞍点,但中心

点(xe3,0)是稳定的.当p->p-max时,系统只有1

个中心点,相轨迹为封闭的曲线.时程曲线给出了

不同荷载作用下系统随时间的运动.
图4给出了系统的周期和振幅随荷载变化的

关系.由图可见,存在临界荷载p-c11=2.73467.当

p-<p-c11时,周期和振幅随荷载的增大而增大,并
且在临界荷载处存在极限周期和振幅.当p->
p-c11时,周期随荷载的增大而减小,振幅随荷载的

增大而增大;当p-=p-c11时,发生周期和振幅跳跃

现象.

(a)T-p-曲线

(b)A-p-曲线

图4 周期和振幅曲线(m=1,n=1,b11=0.1)
Fig.4 Theperiodandamplitudecurves

(m=1,n=1,b11=0.1)

(2)b11=0.25
此时,b11>b11cr,图5给出周期运动时系统周

期和振幅随时间变化的关系.
由图5可见,随着荷载的增大,系统做非线性

周期振动,周期和振幅随荷载连续变化,虽然没有

跳跃或者突变现象,但是周期曲线存在一个最大

值,振幅曲线存在一个拐点.
3.2.3 其他情况 前面已经对 m=1,n=0和

m=1,n=1两种典型的应变能模型的响应问题

进行了分析,这两种模型包含了表1中所有的渐

近线类型和表2中所有可能的平衡点个数,图6
给出了m、n取其他值时的情况.

由图6可见,材料参数对变形曲线的渐近线

以及系统平衡点个数的影响与前两种典型情况相

似,并且同样存在着临界材料参数.通过以上的分

析验证可以知道,应变能函数中的参数m、n继续
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增大时,系统的动力响应并未发生定性的改变,只
是在定量方面有一定的影响.

(a)T-p-曲线

(b)A-p-曲线

图5 周期和振幅曲线(m=1,n=1,b11=0.25)
Fig.5 Theperiodandamplitudecurves

(m=1,n=1,b11=0.25)

(a)变形曲线(m=2,n=0或1)

(b)变形曲线(m=1,n=2)

图6 材料参数对平衡点个数的影响

Fig.6 Theeffectofmaterialparametersonthenumber
ofequilibriumpoints

4 结 论

(1)材料参数的取值影响系统平衡点的个数.
如图6所示,存在临界材料参数,当材料参数小于

临界参数时变形曲线有3个平衡点,当材料参数

大于临界参数时变形曲线只有1个平衡点;在有

些情况下,变形曲线有两个平衡点或不存在平衡

点.

(2)荷载的大小影响系统振动的稳定性.如图

1所示,存在临界荷载,相轨迹出现了非对称的

“∝”型同宿轨道,当荷载超过临界荷载时,相轨迹

不再封闭,即球形薄壳随时间的径向运动将无限

增大,最终破裂;如图3所示,球形薄壳随时间的

径向运动始终是一类非线性周期振动,但出现了

非对称“∞”型同宿轨道,即存在临界荷载,当荷载

超过临界荷载时,球形薄壳发生周期跳跃和振幅

跳跃的现象,参见图4.
(3)对于Rivlin类材料模型,应变能函数中

的低阶项能够定性描述结构的动力响应,增加高

阶项能够更加准确地对其进行定量分析,但是不

会出现新的响应类型.
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Dynamicalresponseofsphericalthinshellcomposed
ofincompressiblehyperelasticmaterialofRivlintype

ZHAO Zhentao1, YUAN Xuegang*1,2, ZHANG Hongwu1, ZHAO Wei2, ZHANG Wenzheng2

(1.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China;

2.SchoolofScience,DalianNationalitiesUniversity,Dalian116600,China)

Abstract:Basedonthetheoryofnonlinearelastodynamics,thedynamicalresponseisinvestigatedfor
asphericalthinshellcomposedofanincompressiblehyperelasticmaterialunderasuddenlyapplied
constantload.Theconstitutiverelation,i.e.,aclassoftheRivlinmodelswithpolynomialforms,is
usedtoestablishthemathematicalmodelofthecorrespondingproblem.Asecond-ordernonlinear
ordinarydifferentialequationdescribingtheradiallysymmetricmotionofthesphericalthinshellis
obtained.Significantly,theeffectsofmaterialparametersandhigherordertermsinthestrainenergy
functiononthenumberofequilibriumpointsarediscussedbyqualitativelyanalyzingthedifferential
equation.Forthegivenstructureandmaterialparameters,interestingly,itisshownthatthereexist
criticalloads,thephasediagramsmaybetheasymmetrichomoclinicorbitsofthe“∝”typeorthe
“∞”type,thejumpingphenomenaoftheperiodandtheamplitudemayoccur,incertaincases,the
structuremaybedestroyed.Itshouldbequalitativelypointedoutthatwhenthedegreesofthetwo
invariantsinthestrainenergyfunctionexceedcertainvalues,thenewdynamicresponsesofthinshell
willnolongerappear.

Keywords:incompressible materialmodelofthe Rivlintype;sphericalthinshell;dynamical
response;jumpofamplitude
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