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摘要:对于图 G(p,q),如果存在一个单射f:V(G)→[0,1,2,…,q],使得f(E(G))=
{f(uv)=(f(u)+f(v))mod(q+1)|uv∈E(G)}=[1,…,q],则称图G 为优雅图.采用剪枝

与预判函数相结合的方式,设计了递归回溯算法,对9个点内的所有简单连通图进行了优雅

性验证,得到9个点内所有优雅图和非优雅图.根据实验结果,验证了当3≤p≤9时,所有的

树图、单圈图几乎都是优雅的,证明了当3≤q≤9且q≠1(mod4)时,图G(p,q)是优雅的.最
后给出猜想:绝大多数的图是优雅的.
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0 引 言

图论是一个相对古老的数学分支,起源于

1738年,由瑞典数学家欧拉在解决柯尼斯堡问题

时首先提出.在随后的发展过程中,产生了许多著

名的猜想,如汉密尔顿回路、四色猜想、优美树猜

想等,从而引起了学者的注意和广泛研究.随着计

算机的出现,图论在近年来得到快速发展,图标号

问题是图论的研究方向之一.优雅标号(elegant
label)的概念由Chang等于1981年首次提出,给
出了明确的定义,并证明了当n=0,3(mod4)时
圈Cn 是优雅的,n=1(mod4)时圈Cn 是非优雅

的;扇图是优雅的;当n≠0(mod4)时路Pn 是优

雅的[1].Cahit证明了P4 是唯一的非优雅路[2],

Balakrishnan等证明了许多特殊图是优雅的[3].
例如,当且仅当n=0(mod2)时,双星图Bn,n(K2

在每个端点有n个下垂边)是优雅的,每一个简单

图都是一个优雅图(elegantgraph)的子图以及几

类图是非优雅的.Deb等证明了当且仅当n≠
3(mod4)时,三角蛇图是优雅的[4].文献[5]中证

明了当q-p+1≤m≤q-p+k时,对于每一个强

k优雅图G,(G+Km)+Kn 是强K 优雅图.Zhou
等证明了对于任意的对虾树都有奇优雅标号[6].
为了方便学者对各种标号的研究现状快速查找,

Gallian在文献[7]中,总结归纳了现有的所有标

号种类及研究结果.
国内外学者主要在研究特殊图的优雅性,例如

圈、路、扇图等目前已经证明是优雅的.Rosa提出非

优美图产生的3个原因[8]:(1)图G 的顶点过多而

边数太少;(2)图G 边数过多而顶点太少;(3)图G
的边数具有错误的奇偶性.以上条件同样适用于优

雅标号.本文根据文献[9]中生成非同构图的算法,
得到9个点之内的所有连通图,结合设计的优雅

标号算法,得到所有优雅图和非优雅图的数量.

1 定义及基本概念

定义1[1] 对于任意的简单连通图G=(V,
E),如果对每一个顶点v∈V,都对应一个非负整

数f(v)(f(v)为顶点v的标号),且满足

(1)∀v1,v2∈V,如果v1≠v2,则f(v1)≠
f(v2);

(2){f(v)|v∈V}∈{0,1,2,…,|E|};
(3)∀e1,e2∈E,如果e1≠e2,则 g(e1)≠

g(e2),其中g(e)=(f(v1)+f(v2))mod(q+1),
e=v1v2;

(4){g(e)|e∈E}∈{1,2,…,|E|}
则称f为图G的一个优雅标号,图G称为优雅图.

定义2 对于边数为q的优雅图,满足以下



条件:
(1)min(f(u),f(v))≥0;
(2)max(f(u),f(v))≤|E|;
(3)(f(u)+f(v))mod(q+1)=g(e),且

g(e)≠0
则称为边数为q的优雅集合,又称q优雅空间.如
表1所示,对于每个g(e),只取一个二元组(m,
n),这些二元组集合组成的图都是优雅的.

m 的取值范围为{0,1,…,q};n的取值范围

可通过如下公式:n=g(e)-m≥0? g(e)-m:

g(e)-m+q+1判断取得.
在优雅空间中,当m=n时,因每个点的标号

不同,故去除;为了避免重复,当m>n时,去除该

二元组(m,n).具体如表1所示.
表2为(5,10)图的优雅空间,其中粗体的二

元组为它的一种优雅标号,如图1所示.

表1 q优雅空间

Tab.1 Elegantspaceofq

边标号 相邻顶点标号(f(u),f(v))

1 (0,1),(2,q),(3,q-1),…,(m,n)

2 (0,2),(3,q),(4,q-1),…,(m,n)
︙ ︙

q
(0,q),(1,q-1),(2,q-2),…,((q-1)/2,
(q+1)/2)

表2 q=10优雅空间

Tab.2 Elegantspacethatqisequalto10

边标号 相邻顶点标号(f(u),f(v))

1 (0,1),(2,10),(3,9),(4,8),(5,7)

2 (0,2),(3,10),(4,9),(5,8),(6,7)

3 (0,3),(1,2),(4,10),(5,9),(6,8)

4 (0,4),(1,3),(5,10),(6,9),(7,8)

5 (0,5),(1,4),(2,3),(6,10),(7,9)

6 (0,6),(1,5),(2,4),(7,10),(8,9)

7 (0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(8,10)

8 (0,8),(1,7),(2,6),(3,5),(9,10)

9 (0,9),(1,8),(2,7),(3,6),(4,5)

10 (0,10),(1,9),(2,8),(3,7),(4,6)

图1 (5,10)图优雅标号

Fig.1 Elegantlabelofgraph(5,10)

猜想1[1] 所有的树都是优雅的.

2 解决思路及算法

2.1 解决思路

本文所研究的图均为简单连通图,具有p 个

顶点和q条边的图称为(p,q)图,其中q的范围为

p-1≤q≤p(p-1)/2.当p-1>q时,该图为非

连通图,不在本文研究范围之内.判断任意一个连

通图是否为优雅图的解决思路如下:
(1)根据(p,q)图的边数q生成图的优雅空

间,可组合成的图G 如下:

G=
(q+12 )

q+1
2

(q-12 )
q-1
2 ;q为奇数

(q2 )
q
; q为偶数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)G 个图都是优雅图,由连通图与非连通图

组成;
(3)任意一个连通图若是优雅图,则一定在图

G 中;若不在其中,则该图一定为非优雅图.
2.2 设计的优雅图判定算法

算法的基本思想是:对于给定的任意一个连

通图,可以用矩阵形式将它表示,记为 M(n,n),其
中n表示顶点个数,若顶点i与顶点j之间有边,
则Mij=1(i≠j),若无边Mij=0(i≠j).标号过程

为根据该图的边q生成优雅空间,先根据预判函

数判断q=1时的二元组(i,j)是否可用,若可用

将相邻的顶点标号,将两个顶点对应的边标为1,
边数以1递增,直到边为q+1时标注成功.在选

择二元组过程中,若二元组(i,j)不可用,则寻找

下一个二元组.
具体算法步骤如下:

Input:一个图的邻接矩阵M(n,n)

Output:该图是否为优雅图

1.Begin:

2.Calculatethenumberofedges,generateanElegant
space;

3. edgeCount∈{1,2,…,q,q+1}SetedgeCount=1;

4.DeepSearch(edgeCount)

5.{

6. If(edgeCount=q+1)

7.   Successandquit;

8. Selectatwotuple(p1,p2);

9.   Forp10→q
10.   p2=edgeCount-p1>=0?edgeCount-p1:

edgeCount-p1+q+1;
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11.   edgeCount=(p1+p2)%(q+1)

12.Checkp1andp2inMatrix;

13.Fori1→n
14. If(Miicanbeused)Mii=p1;

15.Forj1→nandi≠j
16. If(Mjjcanbeused&&Mij==1)

17. {

18.  Mjj=p2;

19.  Mij=edgeCount;

20.  edgeCount=edgeCount+1;

21.  DeepSearch(edgeCount);

22. }

23. EndForj1→nandi≠j
24. EndFori1→n
25.}

26.If(ElegantspaceisFinished)

27. ThisGraphisUnElegant;

28.End

3 算法结果与分析

本文根据文献[9]提供的算法,生成9个点之

内的所有非同构图,用邻接矩阵的形式将其保存

到p_q.txt文件中.运用本文设计的任意图的优

雅判断算法,对所有图进行验证,列表统计了9个

点内所有优雅图和非优雅图的数目,并对比了各

点对应的图中非优雅图所占比率.
3.1 点数为2~9的所有图优雅图个数统计

当q=p-1时,图为树图;当q=p(p-1)/2
时,图为完全图.即对于所有的连通图,其边数q
的取值范围为p-1≤q≤p(p-1)/2.

程序结果表明,当p=2时,图的个数为1,且
为优雅图;当p=3,q=2,3时,图的个数为2,且
都是优雅图,为简洁不再列表说明.对点数4~9
的所有图列表给出,其中 N(UG)为非优雅图个

数,N(EG)为优雅图个数,N(G)为图的总数,见
表3~8.

由表3~8可以看出,(4,3)、(6,5)、(8,7)图
为树图,其中至少有一个非优雅树图,即图G 有

太多的顶点且没有足够的边会导致产生非优雅

       
表3 点数为4的图

Tab.3 Graphwith4points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(4,3) 1 1 2
(4,4) 0 2 2
(4,5) 0 1 1
(4,6) 0 1 1

表4 点数为5的图

Tab.4 Graphwith5points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(5,4) 0 3 3
(5,5) 1 4 5
(5,6) 0 5 5
(5,7) 0 4 4
(5,8) 0 2 2
(5,9) 0 1 1
(5,10) 0 1 1

表5 点数为6的图

Tab.5 Graphwith6points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(6,5) 1 5 6
(6,6) 0 13 13
(6,7) 0 19 19
(6,8) 0 22 22
(6,9) 1 19 20
(6,10) 0 14 14
(6,11) 0 9 9
(6,12) 0 5 5
(6,13) 0 2 2
(6,14) 1 0 1
(6,15) 1 0 1

表6 点数为7的图

Tab.6 Graphwith7points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(7,6) 0 11 11
(7,7) 0 33 33
(7,8) 0 67 67
(7,9) 5 102 107
(7,10) 0 132 132
(7,11) 0 138 138
(7,12) 0 126 126
(7,13) 4 91 95
(7,14) 0 64 64
(7,15) 0 40 40
(7,16) 2 19 21
(7,17) 2 8 10
(7,18) 1 4 5
(7,19) 0 2 2
(7,20) 1 0 1
(7,21) 1 0 1

图;(6,14-15)、(7,20-21)、(8,25-28)、(9,31-36)
图都是稠密图,且都是非优雅图,即图G 有太多

的边且没有足够多的顶点会导致产生非优雅图;
(4,4-6)、(5,5-10)、(6,6-13)、(7,7-15)、
(8,8-17)、(9,9-21)图中,当边q=1(mod4)时,存
在非优雅图,且所占比例 逐 渐 递 增,而 当q≠
1(mod4)时,所有图都是优雅图,即图G 的边数

具有错误的奇偶性会产生非优雅图.

346 第6期 赵 科等:优雅图猜想



表7 点数为8的图

Tab.7 Graphwith8points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(8,7) 3 20 23
(8,8) 0 89 89
(8,9) 2 234 236
(8,10) 0 486 486
(8,11) 0 814 814
(8,12) 0 1169 1169
(8,13) 19 1435 1454
(8,14) 0 1579 1579
(8,15) 0 1515 1515
(8,16) 0 1290 1290
(8,17) 18 952 970
(8,18) 1 657 658
(8,19) 1 399 400
(8,20) 3 217 220
(8,21) 6 108 114
(8,22) 15 41 56
(8,23) 2 22 24
(8,24) 7 4 11
(8,25) 5 0 5
(8,26) 2 0 2
(8,27) 1 0 1
(8,28) 1 0 1

表8 点数为9的图

Tab.8 Graphwith9points

(p,q) N(UG) N(EG) N(G)

(9,8) 0 47 47
(9,9) 1 239 240
(9,10) 0 797 797
(9,11) 0 2075 2075
(9,12) 0 4495 4495
(9,13) 58 8346 8404
(9,14) 0 13855 13855
(9,15) 0 20303 20303
(9,16) 0 26631 26631
(9,17) 197 31203 31400
(9,18) 0 33366 33366
(9,19) 0 31996 31996
(9,20) 0 27764 27764
(9,21) 153 21664 21817
(9,22) 7 15551 15558
(9,23) 8 10088 10096
(9,24) 43 5941 5984
(9,25) 60 3187 3247
(9,26) 44 1591 1635
(9,27) 53 717 770
(9,28) 116 228 344
(9,29) 36 112 148
(9,30) 58 5 63
(9,31) 25 0 25
(9,32) 11 0 11
(9,33) 5 0 5
(9,34) 2 0 2
(9,35) 1 0 1
(9,36) 1 0 1

3.2 定理和猜想

根据上述实验结果,得到以下结论:
定理1 当3≤p≤9时,树T(p,q)几乎都

是优雅的,其中

T=
elegant; p≡1(mod2)
almostelegant; p≡0(mod2){

证明 (1)当p为奇数时,所有的树T(p,q)
的优雅性如表9所示.由表可知,所有的奇树

T(p,q)都是优雅的.
(2)当p为偶数时,树T(p,q)的优雅性如表

10所示.由表可知,随着点数的增加,非优雅树的

比率递减.

表9 3~9个点内所有奇树的非优雅数对比

Tab.9 Non-elegantnumbercomparisonofall
oddtreesin3-9points

点数(p)树总数 非优雅树总数 优雅树总数 非优雅树比率/%

3
5
7
9

1
3
11
47

0
0
0
0

1
3
11
47

0
0
0
0

表10 3~9个点内所有偶树的非优雅数对比

Tab.10 Non-elegantnumbercomparisonofall
eventreesin3-9points

点数(p)树总数 非优雅树总数 优雅树总数 非优雅树比率/%

4
6
8

2
6
23

1
1
3

1
5
20

50
16.667
13.043

综合(1)、(2)可知,当3≤p≤9时,树T(p,

q)几乎都是优雅的.
定理2 当3≤p≤9时,除了图C5、C9 外,

所有的单圈图都是优雅的.
证明 9个点以内的单圈图由表3~8得出.
猜想2 当q≠1(mod4)时,所有的单圈图

是优雅的.
定理3 当2≤p≤9,p≤q≤2p 且q≠

1(mod4)时,所有(p,q)图都是优雅的.
证明 由表3~8可知,当q=p-1时,所有

的图都是树图,满足定理1.当p≤q≤2p 且q≠
1(mod4)时,所有(p,q)图都是优雅图.而q=
1(mod4)时,其中部分图是非优雅的.由此可知,
图的优雅性与图的边数存在一定的相关性.

猜想3 当p-1≤q≤2p 且q≠1(mod4)
时,所有图都是优雅的.

虽然非优雅图较多,但在图的总数中占比极小,
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如表11所示.除顶点p=2,3之外,随着顶点数的

增加,非优雅图占比越来越小,从而提出猜想4.

表11 2~9个点内所有图的优雅数对比

Tab.11 Elegantnumbercomparisonofallgraphs
in2-9points

点数(p)图总数 非优雅图总数 优雅图总数 非优雅图比率/%

2
3
4
5
6
7
8
9

1
2
6
21
112
853

11117
261080

0
0
1
1
4
16
86
879

1
2
5
20
108
837

11031
260201

0  
0  
16.667
4.762
3.571
1.876
0.774
0.337

猜想4 所有图几乎都是优雅图.
3.3 9个点之内的部分非优雅图

虽然9个点以内的所有非优雅图数量占总图

数的比例较低,但数量依然较大,只选取其中比较

特殊及常见的部分非优雅图,命名方式为p_q_

number,其中number表示为(p,q)图中列举的

非优雅图顺序,若只有一个非优雅图,则number
予以省略.

点数为4的非优雅图已经由文献[2]给出,共
有1个,如图2(a)所示.

点数为5的非优雅图有1个,由文献[1]给
出,并证明了圈图Cn 的优雅性,如图2(b)所示.

(a)p=4
  

(b)p=5

图2 p=4,5的非优雅图

Fig.2 Non-elegantgraphwhenpisequalto4,5

点数为6的非优雅图共4个,如图3所示.点
数为7的非优雅图共16个,部分如图4所示.

图3 p=6的非优雅图

Fig.3 Non-elegantgraphswhenpisequalto6

图4 p=7的部分非优雅图

Fig.4 Partialnon-elegantgraphswhenpisequalto7
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点数为8的非优雅图共86个,部分如图5所

示.点数为9的部分非优雅图如图6所示.
3.4 9个点内部分优雅图

为了证明本文提出算法的可行性及有效性,

随机选取了部分优雅图,其顶点数及边数都较大,

在不借助计算机程序的条件下,传统人力标注较

难完成.(8,19)、(8,23)、(9,14)、(9,18)、(9,20)、
(9,29)图部分优雅图如图7、8所示.

图5 p=8的部分非优雅图

Fig.5 Partialnon-elegantgraphswhenpisequalto8

图6 p=9的部分非优雅图

Fig.6 Partialnon-elegantgraphswhenpisequalto9
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图7 p=8的部分优雅图

Fig.7 Partialelegantgraphswhenpisequalto8

图8 p=9的部分优雅图

Fig.8 Partialelegantgraphswhenpisequalto9

4 结 语

图的标号问题由来已久,传统的研究方式往

往局限于小点数图形及某类特殊图,通过对小点

数的图形进行标号,观察其中的规律,然后拓展去
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验证大点数的该类型图,但这种方式具有局限性,

且效率低下,无法完成对9个点内的所有图进行

标号,因而无法发现优雅标号的普遍规律.本文通

过程序设计,提出了深度遍历搜索优雅空间的思

想,可以搜索出该图的所有优雅标号.本文完成了

9个点之内所有图的优雅性判断,提出了定理和

猜想并给出相关数据及部分非优雅图,为图标号领

域内进一步证明相关猜想提供了基础数据支持.
通过对程序的结果进行分析,对一个图G 是

否优雅做如下判断:(1)所有的奇树都是优雅的;

所有的偶树中至少有一棵非优雅树,但大多数偶

树都 是 优 雅 的.(2)当 p-1≤q≤2p 且q≠
1(mod4)时,所有图都是优雅的.

研究可知,2~9个点内图的总数为273192,

优雅图为272205,优雅比率达到99.6387%;针
对研究中的发现,本文提出一个公开问题如下:当

q≥2p时,这类(p,q)图全部是优雅的,如(9,19)

图中31996个图、(9,20)图中27764个图全部是

优雅的,这类图具有怎样的特性? 该如何刻画?
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Conjectureofelegantgraph

ZHAO Ke, LI Jingwen*, WEI Zhongde

(SchoolofElectronicandInformationEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:ForgraphG(p,q),ifthereexistsaninjectivefunctionf:V(G)→[0,1,2,…,q],suchthat
f(E(G))={f(uv)=(f(u)+f(v))mod(q+1)|uv∈E(G)}=[1,…,q],thegraphGiscalledan
elegantgraph.Acombinationofpruningandpredictivefunctionisusedtodesignarecursive
backtrackingalgorithm.Theeleganceofallthesimpleconnectedgraphsin9pointsisverified,andall
elegantandnon-elegantgraphsareobtained.Accordingtotheexperimentalresults,itisverifiedthat
when3≤p≤9,alltreegraphsandunicyclicgraphsarealmostelegant,whichprovesthatwhen
3≤q≤9andq≠1(mod4),thegraphG(p,q)iselegant.Finally,theconjecturethatthemajorityof
thegraphsareelegantisgiven.

Keywords:elegantlabeling;elegantgraphs;non-elegantgraphs;elegantspaces;elegantgraphs
conjectures
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