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摘要:图的1-因子计数问题已经被证明是NP-难的,但因该问题在量子化学、晶体物理学和

计算机科学中都有重要的应用,对此问题的研究具有非常重要的理论价值和现实意义.首先,

把图的1-因子按关联某个顶点的边进行分类,求出每一类1-因子数的递推关系式.其次,把
各类1-因子的递推关系式相加,得到一组有相互联系的递推关系式,再利用这些递推关系式

之间的相互关联,消去那些不需要的递推关系式,从而得到这个图的1-因子数的递推关系

式.最后解出这个递推关系式的通解,进而得到这个图的1-因子数的显式公式.
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0 引 言

理论上讲,对于存在1-因子的图,把1-因子

按照关联某个顶点的边进行分类,求出每一类

1-因子数目,再把所有类求和就可以得到这个图

的所有1-因子数.当这个图的顶点和边的数目较

多时,这种方法就不是一个有效的方法(即计算量

不是该图边数或顶点数的多项式计算量,而是指

数表达式计算量).但是,利用这种思想,把这个图

的所有1-因子,按照饱和某个顶点的1-因子分

类,求出每一类1-因子数的递推关系式,再把各

类1-因子的递推关系式相加,就得到一组有相互

联系的递推关系式;利用这些递推关系式之间的

相互关联,消去那些不需要的递推关系式,从而得

到这个图的1-因子数的递推关系式;最后求出这

个递推式的通解,进而得到这个图的1-因子数的

显式公式[1-12].利用这个方法能求出1-因子递推

关系式的图是很多的,但能由递推关系式解出其

显式表达式的图就比较有限了.原因是当递推关

系式对应的特征方程是高次方程时,往往求不出

其根.但是从应用的角度来看,图的1-因子数的

递推关系式往往比其显式表达式更方便得到该图

的1-因子数.因此,这个方法为图的1-因子的应

用提供了有力支持.

1 基本概念

定义1 若图G 有一个1-正则生成子图,则
称这个生成子图为图G 的1-因子.

定义2 设图G 是一个有1-因子的图,若图

G 的两个1-因子M1 和M2 中有一条边不同,则称

M1 和M2 是图G 的两个不同的1-因子.
定义3 设Ci=ui1ui2ui3ui4ui5ui6ui1是长为6

的圈,把顶点vi 与圈Ci 上的顶点ui2、ui4、ui6分别

连接一条边的图记为 Wi
6,3(i=1,2,…,2n).给

Wi
6,3与Wi+1

6,3 的添加上边ui3ui+1,1、ui4ui+1,6(i=1,

2,…,2n-1)得到的图记为2-2nW6,3,如图1所

示.

图1 图2-2nW6,3

Fig.1 Figureof2-2nW6,3



定义4 设Ci=ui1ui2ui3ui4ui5ui6ui1是长为6
的圈,把顶点ui2、ui4、ui6分别顺次连接一条边的

图记为Xi
6,3(i=1,2,…,n).给Xi

6,3与Xi+1
6,3的添加

上边ui3ui+1,2、ui4ui+1,1、ui5ui+1,6(i=1,2,…,n-
1)得到的图记为3-nX6,3,如图2所示.

图2 图3-nX6,3

Fig.2 Figureof3-nX6,3

2 主要结果

定理 1 设 图 2-2nW6,3 的 1-因 子 数 为

f(2n),则f(2n)=9·10n-1.
证明 容易看出图2-2nW6,3有1-因子.为

了求f(2n)的表达式,先构造一个图G1,并求它

的1-因子数的递推关系式.将4圈xyzwx上的顶

点y和z分别与图2-2nW6,3的顶点u11和u16各
连接一条边,得到的图记为G1,如图3所示.

容易看出图G1 有1-因子,g(n)表示图G1 的

1-因子数.

图3 图G1
Fig.3 FigureofG1

先求g(n)的递推关系式.设图G1 的1-因子

的集合为 M,则 M 中的1-因子按包含边xy、xw
可划分为子集M1 和M2,按照不同1-因子的定义

有M1∩M2=∅,M=M1∪M2,故 M = M1 +
M2 .

由f(2n)的定义,图G1 的包含边xy 和wz
的1-因子数等于f(2n),即 M1 =f(2n).

M2 中的1-因子按照包含边的情况可以划分

3类.M2 中包含边xw、yz的1-因子的集合记为

M1
2;M2 中包含边xw、yu11、zu16、u12v1、u14u15、

u13u21、u22u23、v2u26、u24u25的1-因子的集合记为

M2
2;M2 中包含边xw、yu11、zu16、u12v1、u13u21、

u14u15、u25u26的1-因子的集合记为M3
2.

由f(2n)的定义知,M1
2 =f(2n),M2

2 =

f(2(n-1)).
由g(n)的定义知,M3

2 =g(2(n-1)).
因为Mi

2∩Mj
2=∅(1≤i<j≤3),M2=M1

2∪

M2
2∪M3

2,所以|M2|=|M1
2|+|M2

2|+|M3
2|.故

M2 =f(2n)+f(2(n-1))+g(2(n-1)).故

g(2n)=2f(2n)+f(2(n-1))+g(2(n-1))
(1)

再求f(2n)的递推关系式.设图2-2nW6,3的

1-因子的集合为 M,按照 M 中元素饱和顶点u11

的情况可分两类:设 M 中包含边u11u12的1-因子

的集合为M1,M 中包含边u11u16的1-因子的集合

为M2.则M1∩M2=∅,M=M1∪M2,故 M =
M1 + M2 .

M1 可分4类.M1 中包含边u11u12、v1u14、

u15u16、u13u21、u25u26的1-因子的集合记为 M1
1;M1

中包 含 边 u11u12、v1u14、u15u16、u13u21、u22u23、

v2u26、u24u25的1-因子的集合记为 M2
1;M1 中包含

边u11u12、v1u16、u14u15、u13u21、u25u26的1-因子的

集合记为 M3
1;M1 中包含边u11u12、v1u16、u14u15、

u13u21、v2u26、u24u25、u22u23的1-因子的集合记为

M4
1;则 Mi

1∩Mj
1=∅(1≤i<j≤4),M1=M1

1∪

M2
1∪ M3

1 ∪ M4
1,故 M1 = M1

1 + M2
1 +

M3
1 + M4

1 .
由g(n)的 定 义 有 M1

1 =g(2(n-1)),

M3
1 =g(2(n-1));由f(2n)的定义知,M2

1 =

f(2(n-1)),M4
1 =f(2(n-1)).故 M1 =

2f(2(n-1))+2g(2(n-1)).
M2 可分2类.M2 中包含边u11u16、u12v1、

u14u15、u13u21、u22u23、v2u26、u24u25的1-因子的集合

记为 M1
2;M2 中 包 含 边 u11u16、u12v1、u14u15、
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u13u21、u25u26的1-因子的集合记为M2
2.

由f(2n)的定义知,M1
2 =f(2(n-1));由

g(n)的定义知,M2
2 =g(2(n-1)).

因为 M1
2∩M2

2=∅,M2=M1
2∪M2

2,所 以

M2 = M1
2 + M2

2 .故 M2 =f(2(n-1))+

g(2(n-1)).于 是, M = M1 + M2 =
3f(2(n-1))+3g(2(n-1)),即

f(2n)=3f(2(n-1))+3g(2(n-1)) (2)

由式(1),得

g(2(n-1))=2f(2(n-1))+f(2(n-2))+

g(2(n-2)) (3)

把式(3)代入式(2),得

f(2n)=9f(2(n-1))+3f(2(n-2))+
3g(2(n-2)) (4)

由式(2),得

f(2(n-1))=3f(2(n-2))+3g(2(n-2))
(5)

由式(4)和式(5)消去g(2(n-2)),得

f(2n)=10f(2(n-1)) (6)

由图4知,f(2×1)=9.由式(6),得f(2n)=
10n-1f(2×1).故f(2n)=9·10n-1.

图4 图2-2nW6,3(n=1)
Fig.4 Figureof2-2nW6,3(n=1)

定理2 设图3-nX6,3的1-因子数为h(n),

则h(n)=2·3n-1.
证明 容易看出图3-nX6,3有1-因子.为了

得到h(n)的表达式,构造图G2 并求出它的1-因
子数的递推关系式.把路xy的端点x、y分别与

图3-nX6,3顶点u12、u11连接一条边,得到的图记

为G2,如图5所示.
容易看出图G2 有1-因子,t(n)表示图G2 的

1-因子数.设图G2 的1-因子的集合为M,图G2 包

含边xy、xu12的1-因子的集合分别为 M1、M2,则

M1∩M2=∅,M=M1∪M2,故t(n)= M =
M1 + M2 .

图5 图G2
Fig.5 FigureofG2
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因为xy∈M1,所以 xu12,yu11∉M1,故由

h(n)的定义知,M1 =h(n).
因为xu12∈M2,所以yu11,u16u15∈M2,xy,

u11u12,u11u16,u12u13,u14u15,u15u26∉M2,故由t(n)

的定义知,M2 =t(n-1).因此

t(n)=h(n)+t(n-1) (7)

再求h(n)的递推关系式.设图3-nX6,3的1-
因子的集合为 M,图3-nX6,3包 含 边u11u12、

u11u16的1-因子的集合分别为 M1、M2,则 M1∩

M2=∅,M=M1∪M2,故h(n)= M = M1 +

M2 .由 于 图3-nX6,3 具 有 对 称 性,M1 =

M2 .
因为u11u12∈M1,所以u15u16∈M1,且u11u16,

u12u13,u12u14,u12u16,u14u15,u14u16,u15u26∉M1,故

由t(n)的定义知,M1 =t(n-1),故 M2 =

t(n-1).因此

h(n)=2t(n-1) (8)

由式(7),得

t(n-1)=h(n-1)+t(n-2) (9)

把式(9)代入式(8),得

h(n)=2h(n-1)+2t(n-2) (10)

因此

h(n)=3h(n-1)=…=3n-1h(1)

由图6知,h(1)=2,故h(n)=2·3n-1.

图6 图3-nX6,3(n=1)

Fig.6 Figureof3-nX6,3(n=1)

3 结 语

图的1-因子计数理论是图论研究的重要内

容之一,而且是一个有生机和活力的研究领域.它

不仅有很强的应用背景,而且在过去的几十年中,

它是快速发展的组合论中许多重要思想的源泉.
本文给出的方法,不仅能求出很多类图的1-因子

数的递推关系式,而且,对于顶点和边的数目不太

多的图,还能够得到它的所有不同的1-因子.这

些结果丰富了1-因子的计数理论,同时给1-因子

的应用提供了支持.
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Classificationandrecursivemethodfor1-factornumber
oftwokindsofspecialgraphs

TANG Baoxiang*1, REN Han2

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,TianshuiNormalUniversity,Tianshui741001,China;

2.DepartmentofMathematics,EastChinaNormalUniversity,Shanghai200062,China)

Abstract:The1-factorcountingproblemofthegraphhasbeenproventobeNP-hard.Becausethis
problemhasimportantapplicationsinquantumchemistry,crystalphysicsandcomputerscience,the

researchonthisproblemhasveryimportanttheoreticalandpracticalsignificance.Firstly,the1-

factorsofthegraphareclassifiedaccordingtotheedgeassociatedwithacertainvertex,andthe

recursiverelationofthe1-factornumberofeachclassisobtained.Secondly,therecursiverelationsof

thevarious1-factorareadded,thenasetofrecursiverelationswithinterrelationisobtained,andthe

reciprocalcorrelationbetweentheserecursiverelationsisusedtoeliminatetherecursiverelationsthat

arenotneeded,andobtaintherecursiverelationofthe1-factornumberofthegraph.Finally,the

generalsolutionofthisrecursiverelationissolved,andthentheexplicitformulaofthe1-factor

numberofthisgraphisgot.

Keywords:1-factor;recursiverelation;generalsolution;explicitformula

011 大 连 理 工 大 学 学 报 第59卷 


