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摘要:借助方程低阶项的正则化效应,得到了解的最大模估计.运用偏微分方程中的弱收敛

方法,证明了椭圆方程有界弱解的存在性.应用此类方程解的结果和证明方法,可以进一步研

究具一阶梯度项的椭圆方程、拟线性的具低阶项的p-Laplace方程以及带有零阶项的抛物方

程等弱解的存在性,也可以进一步研究方程解的局部有界性.
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0 引 言

2003年,Boccardo等引入了一种新型的积分型

函数[1]H(s)=∫
s

0

1
(1+ t )θdt,借助Stampacchia

迭代技术,得到了退化强制椭圆方程的有界弱解.

通过改进迭代引理和Stampacchia迭代技术,文

献[2]证明了有界弱解的存在性,其主要创新点在

于:借助低阶项的正则化效应,而不采用复杂的

Stampacchia迭代技术,最终证明弱解是存在的,

并且是L∞有界的.本文在此基础上,通过选取特

殊的检验函数,得到解的最大模估计,并证明方程

有界弱解的存在性.

1 问题陈述与主要结果

设Ω 是RN 中的有界域,N>2,Ω 的光滑边

界记为∂Ω,θ>0为常数.研究如下Laplace方程

(问题1):

 -div[ 1
(1+ u )θÑu]+u=f(x),x∈Ω (1a)

u(x)=0,x∈∂Ω (1b)

问题1的主部项是具退化强制的.因为当s→

∞时,1/(1+ s )θ 趋于零,这使得方程类型发生

了改变,进而影响解的存在性.
本文主要结果如下:

定理1 假设函数f(x)∈L∞(Ω),常数θ>

0,那 么 问 题 1 存 在 有 界 弱 解 u∈H1
0(Ω)∩

L∞(Ω).即对任意的ϕ∈H1
0(Ω)∩L∞(Ω),有

∫
Ω

1
(1+ u )θÑu·Ñϕdx+∫

Ω

uϕdx=∫
Ω

fϕdx

2 逼近问题

首先给出问题1对应的一个逼近方程(问题

2):

-div[ 1
(1+ Tn(un))θ

Ñun ]+un=f(x),x∈Ω;

un(x)=0,x∈∂Ω (2)

Tk(s)=min{k,max(s,-k)}=

s; s ≤k

k; s>k

-k;s<-k

ì

î

í

ï
ï

ïï

这样,通过对原方程扰动,主部退化强制消失.
根据Lax-Milgram定理[3]或pseudo-monotone算

子理论[4],对每一个给定的正整数n,逼近问题2
存在弱解un∈H1

0(Ω).



3 低阶项的正则化效应以及能量估

计

3.1 低阶项的正则化效应

首先证明:问题2的弱解序列{un}∞n=1是本征

一致有界的,且有估计式

sup
n

un L∞(Ω)≤ f L∞(Ω)

事实上,记

Gk(s)=s-Tk(s),

Q= f L∞(Ω)

受文献[5]启发,选取GQ(un)作为问题2的

一个检验函数,得到

 ∫
Ω

1
(1+ Tn(un))θ

ÑGQ(un)2dx+

∫
Ω

unGQ(un)dx=∫
Ω

fGQ(un)dx (3)

注意到在集合{x∈Ω:un(x)>Q}上,un 和

GQ(un)的符号相同,去掉第一个非负积分项,对

式(3)作如下估计:

∫
Ω

(un - f )GQ(un)dx≤0

进一步有

∫
Ω

(un - f L∞(Ω))GQ(un)dx≤0

注意到Q 的定义和Gk(s)的另一等价表示

式:

Gk(s)=(s -k)+sgn(s)

则有

0≤ ∫
{x∈Ω: un(x) > f L∞(Ω)}

(un - f L∞(Ω))2dx≤0

从而有

meas{x∈Ω:un(x)> f L∞(Ω)}=0

这样,对所有的正整数n和几乎所有的x∈

Ω,有

un(x)≤ f L∞(Ω)

3.2 能量估计

选择un 作为问题2的一个检验函数,得到

 ∫
Ω

1
(1+ Tn(un))θ

Ñun
2dx+∫

Ω

un
2dx≤

∫
Ω

f un dx (4)

对右端项应用 Hölder不等式、Sobolev不等

式以及带ε的Cauchy不等式(参看文献[6]),有

 ∫
Ω

f un dx≤ f L(2
*)'(Ω)un L2

*
(Ω)≤

f L(2
*)'(Ω)SN Ñun L2(Ω;RN)≤

2ε Ñun
2
L2(Ω;RN)+

1
2εS

2
N f 2

L(2
*)'(Ω) (5)

其中SN 为Sobolev嵌入常数,2*= 2NN-2
,p'=

p
p-1.

运用un 的L∞ 界,式(4)左端第一项估计如

下:

 ∫
Ω

1
(1+ Tn(un))θ

Ñun
2dx≥

1
[1+ f L∞(Ω)]θ∫

Ω

Ñun
2dx (6)

去掉式(4)左端第二个非负积分项,在式(5)

中选取

ε= 1
4[1+ f L∞(Ω)]θ

结合式(6)可得

 1
2[1+ f L∞(Ω)]θ∫

Ω

Ñun
2dx≤

2[1+ f L∞(Ω)]θS2
N f 2

L(2
*)'(Ω)

这说明了{un}∞n=1在 H1
0(Ω)中有界.

4 取极限

由un 的一致L∞估计、一致能量估计可知:可

以在{un}∞n=1 中 抽 取 一 个 子 列,不 妨 仍 然 记 作

{un}∞n=1本身,以及存在 H1
0(Ω)∩L∞(Ω)中的一个

u,使得

un
弱

u, 在 H1
0(Ω)中 (7)

Ñun
弱

Ñu, 在L2(Ω;RN)中 (8)

un
弱*

u, 在L∞(Ω)中 (9)

根据紧嵌入定理可以得到
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un
强
→u,在L2(Ω)中;a.e.于Ω (10)

选取ϕ∈H1
0(Ω)∩L∞(Ω)作为式(2)的一个

检验函数,有

∫
Ω

1
(1+ Tn(un))θ

Ñun·Ñϕdx+∫
Ω

unϕdx=

∫
Ω

fϕdx (11)

根据Lebesgue控制收敛定理以及弱收敛的

定义,式(7)、(8)、(9)和(10)使得式(11)中的极限

过程可以顺利进行,从而确保了u就是问题1的

弱解.

5 结 语

本文通过选取特殊的检验函数,利用低阶项

的正则化效应,快速得到了一致最大模估计.借助

偏微分方程中的弱收敛方法,得到了有界弱解的

存在性.
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Existenceofboundedweaksolutionsto
aLaplaceequationwithdegeneratecoercivity
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Abstract:Withthehelpoftheregularizingeffectofthelowerorderterm,themaximalnorm

estimatetothesolutionsisobtained.Basedupontheweakconvergencemethodsforpartialdifferential

equations,theexistenceofboundedweaksolutionstoanellipticequationistestified.Employingthe

resultsandthemethodsusedinthisclassofequations,thefurtherinvestigationfortheboundedweak

solutionstoothertypeofequationscanbedone.Forinstance,theellipticequationswiththefirst

ordergradientterm,thequasi-linearp-Laplaceequationswithlowerorderterm,theparabolic

equationswithzeroorderterm andsoon.Moreover,itisappliedtothestudyofthelocal

boundednessofthesolutions.
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