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堆垛约束下基于偏序的路径优化时间窗松弛方法
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摘要:在求解车辆路径优化问题时,通常使用时间窗对任务之间的偏序关系进行建模,设计

带时间窗约束的路径优化模型与算法,然而时间窗约束与偏序约束是不等价的.在集装箱码

头堆垛作业背景下,针对时间窗约束的路径优化模型,提出将时间窗约束转化为偏序约束的

松弛方法,并据此设计偏序约束的路径优化模型.在分支定界算法框架下,研究时间窗约束与

偏序约束之间的关系,对两种模型的特征进行分析.采用Solomon数据集进行数值分析,验证

两个模型在寻优能力与性能之间的差异.结果表明,偏序模型具有更好的优化性能,但是时间

窗模型具有更好的计算时间性能,通过时间窗紧缩的特征分析发现基于时间窗分解设计偏序

模型求解算法是新的研究方向.
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0 引 言

时间窗约束的车辆路径优化问题(vehicle
routingproblemconstrainedbytimewindows,

VRPTW)要求配送车辆必须在指定时间窗内开

展服务.在自动化集装箱码头等实际应用场景中,
船舶和堆场箱区的任务之间由于堆垛约束而形成

一种偏序关系[1],但是这类约束通常用时间窗表

示.这种将偏序关系表示为时间窗的建模方法减

小了解的可行域[2],表明偏序约束是时间窗约束

的松弛表示.因此,采用偏序表示任务关系是在问

题分析和建模方面改善最优解的一种方法.
相比于偏序约束,路径优化问题中的时间窗

约束已被广泛研究.针对带时间窗的混合容量路

径优 化 问 题,Ciancio等 假 定 时 间 窗 已 知,用
VRPTW模型描述该问题并采用分支定价定界法

求解模型[3];针对同一客户不同服务需求的时间

同步问题,Hojabri等按照服务类型区分常规车

辆和特殊车辆,在VRPTW 模型基础上增加不同

车辆的时间同步约束,根据服务类型规划路线[4];
针对车辆延迟交付违背任务节点的硬时间窗约束

问题,Errico等提出两种追索政策,跳过当前任务

执行下一项任务或执行当前任务跳过下一项任

务[5];针对带时间窗以及多配送人员的车辆路径

优化问题,Alvarez等在 VRPTW 模型基础上增

加车辆配送人员数量约束,并结合精确算法和启

发式算法求解该组合优化问题[6];针对弧段具有

多重属性的路径优化问题,Ticha等提出利用多

重图表示不同属性,从而扩大可行解的搜索空间,
并提出分支定价算法求解VRPTW 问题[7].上述

研究基于VRPTW模型,引入新的约束或变量,研
究重点放在求解算法的创新上,缺少对新模型合理

性的解释及新模型和VRPTW 模型的比较分析.
本文提出偏序约束作为时间窗约束的松弛以扩大

可行域的搜索空间,充分解释松弛依据,而且对比

分析偏序约束和时间窗约束之间的关系.
车辆路径优化问题广泛应用于集装箱码头作

业场景.针对船舶停留时间和停靠位置的分配问

题,Liu等考虑集装箱装卸作业的时间窗约束,以
船舶到达时间与给定时间窗之间的差额和集卡运

输距离最小化为目标,建立双目标整数规划模

型[8];针对带时间窗的集装箱位置重置问题,Ku
等考虑相同作业时间窗内,任务之间的偏序关系



约束,建立随机动态规划模型,并提出基于决策树

思想的启发式算法搜索最优任务序列[9];针对车

辆短驳调度问题,Shiri等综合考虑空箱调运、路
径优化和集卡预约问题,在多旅行商问题基础上

增加时间窗约束和集卡数量约束,提出自适应禁

忌搜索算法求解该组合优化问题[10];针对多阶段

混合流水线调度问题,邢曦文等将同一贝位上相

同作业类型的集装箱视为任务块,假定任务块操

作顺序已知,根据任务块所处阶段的时间先后关

系建立混合整数规划模型[11];考虑堆场翻倒箱和

舱口盖约束限制,胡祥培等按照作业类型将集装

箱划分成任务对同时进行装卸船作业,根据列号

进行排序,考虑同一列集装箱任务的时间顺序和

作业优先顺序建立同贝同步装卸作业整数规划模

型[12].以上研究为集装箱码头的运作优化提供了

新思路,但是缺少对模型的特征分析,除文献[8-
9]采用数学规划算法求解小规模算例外,其余研

究均采用启发式算法求解,模型缺少一般性.
基于以上研究,本文提出偏序关系建模方法,

将任务之间的先后顺序关系表示为偏序约束;研
究基于偏序关系的时间窗约束松弛方法,扩大解

的可行域;通过模型特征分析与数值分析,比较时

间窗约束和偏序约束对优化性能的影响.

1 偏序问题与偏序模型

在路径优化问题中,偏序关系指仅考虑部分

任务之间的严格先后顺序.基于偏序集理论[13-15],
给定任务集合 T,符号“≻”代表 T 上的偏序关

系,偏序关系具有以下性质:自反性,对任意x∈
T,均有x≻x;反对称性,对任意x,y∈T,若满足

x≻y,y≻x,则x=y;传递性,对任意x,y,z∈T,
若满足x≻y,y≻z,则x≻y≻z.

针对凸优化问题,Klein等使用偏序关系刻

画定性关系,结合信度函数扩大可行解的搜索范

围[2];针对双自动化堆垛起重机调度问题,Hu等

建立线性和非线性模型刻画任务之间的顺序约

束[1];针 对 机 器 加 工 过 程 中 的 自 动 化 导 引 车

(automatedguidedvehicle,AGV)运 输 问 题,

Miyamoto等将任务开始和结束时间视作节点,
用偏序关系表示各节点之间的顺序关系,根据加

工步骤确定作业序列[16].
集装箱码头作业中存在一种常见的偏序关

系:在同一个贝位中,下层某行集装箱只有在其同

行上层集装箱被取走之后才可进行作业,而与其

他行集装箱无关.即一个任务的可用性仅与部分

任务相关.图1代表一个贝位上的集装箱卸船作

业,涉及1座岸桥、3台AGV.左上方虚线方框内

是一个贝位上集装箱之间(图中数字序号仅代表

集装箱编号)的任务偏序关系;左下方AGV的运

输路线是满足偏序关系的一个可行解;右下方表

示岸桥在参照 AGV运输路线的情况下,可以采

取的作业序列.不难看出,仅参照AGV运输路线

的一种规划情况,岸桥作业序列就有多个可行解,
说明用偏序关系刻画任务关系能扩大可行域[2].

图1 码头装卸任务偏序示例

Fig.1 Anexampleofpartialordersinterminal

operations

2 路径优化模型

2.1 时间窗约束的路径优化模型

建立模型[TW](式(1)~(9)):式(1)是目标

函数,最小化总运输成本;式(2)约束一位客户只

能由一辆车服务;式(3)是车辆容量约束;式(4)~
(6)约束各节点的出入度数量;式(7)约束紧前紧

后任务之间的时间关系;式(8)是每项任务的时间

窗约束;式(9)约束变量为0-1变量.
[TW]中集合、参数和变量包括:车辆集合

V={1,2,…,v};客户集合 N-={1,2,…,n};客
户和站点的集合 N={0,1,…,n+1};严格偏序

集合Θ≤={(i,j)|Bi≤Aj,i,j∈N}表示客户i在

客户j之前被访问;重叠偏序集合Θ≺={(i,j)|
Bi>Aj,Bi-Aj≥Ai-Bj,i,j∈N}表示i在j 被

访问的时间段内被访问;Q 表示车辆容量;Di 表

示i的需求量;[Ai,Bi]代表i的时间窗;Cij表示i
到j的运输成本;tij表示i到j 的运输时间;若车

辆k(k∈V)服务完i之后立即服务j,0-1变量

xijk取值为1,否则取0;sik表示车辆k 在i处的开

始服务时间;M 代表一个很大的数.
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[TW]f=min∑
k∈V
∑
i∈N
∑
j∈N

Cijxijk (1)

s.t. ∑
k∈V
∑
j∈N

xijk=1;i∈N- (2)

∑
i∈N-

Di∑
j∈N

xijk≤Q;k∈V (3)

∑
j∈N

x0jk=1;k∈V (4)

∑
i∈N

xihk-∑
j∈N

xhjk=0;h∈N-,k∈V

(5)

∑
i∈N

xi,n+1,k=1;k∈V (6)

sik+tij-M(1-xijk)≤sjk;

i∈N,k∈V (7)

Ai≤sik≤Bi;i∈N,k∈V (8)

xijk∈{0,1};i,j∈N,k∈V (9)

2.2 偏序约束的路径优化模型

任务i的时间窗记为Wi=[Ai,Bi],i∈N-.
给定任务i和j 的时间窗Wi、Wj,不失一般性,i
和j之间存在两种偏序关系:前后偏序和重叠偏

序,重叠偏序又可细分为部分重叠偏序和包含重

叠偏序两种情形.在时间窗关系(图2)中:对任意

两个任务i和j,如果i必须在j之前完成则它们

之间存在严格偏序(hardpartialorder,HPO)关
系,见图2(a);而当不能严格确定i和j的先后服

务顺序时,即它们的时间窗存在重叠部分时,则它

们是重叠偏序(overlappedpartialorder,OPO)关
系,见图2(b)、(c).

(a)前后  (b)部分重叠

(c)包含重叠

图2 偏序关系示意图

Fig.2 Illustrationofpartialorderrelationship

根据以上描述,分别将 HPO和OPO约束表

示为式(10)和(11).
sik≤sjk;(i,j)∈Θ≤,k∈V (10)

Ai-Bj≤sik-sjk≤Bi-Aj;(i,j)∈Θ≺,k∈V(11)

从 而 将 带 偏 序 约 束 的 车 辆 路 径 优 化

(VRPPO)模型表示为[PO],即目标函数为式

(1),条件函数为式(2)~(7)和式(9)~(11).

3 模型特征分析

本文将从松弛关系和复杂性两个角度分析模

型特征.
3.1 松弛关系分析

定理1 TW 约束可以唯一地转化为 HPO
和OPO约束.

证明 参照图2,任务i和j的TW关系可转

化为两种偏序关系:前后和重叠.前后关系指Wi

的结束时间先于Wj 的开始时间,前后关系的数

学表示为Bi≤Aj.引入si 和sj,根据模型[TW]中
的约束(8),有Ai≤si≤Bi 和Aj≤sj≤Bj,其中

Bi≤Aj,则对si 和sj 可唯一地构造 HPO,si≤sj,
即转化为 HPO约束.重叠关系分为两种情形:
(1)Wi 的开始时间早于Wj 的开始时间,结束时

间晚于Wj 的开始时间且早于Wj 的结束时间,即
满足Ai≤Aj≤Bi≤Bj;(2)Wi 的开始时间晚于

Wj 的开始时间,结束时间早于Wj 的结束时间,
即满足Aj≤Ai,Bi≤Bj.对si 和sj,Ai≤si≤Bi,

-Bj≤-sj≤-Aj,将两式相加即可构造 Ai-
Bj≤si-sj≤Bi-Aj 的OPO约束.因此,TW 约

束可以唯一地转化为HPO和OPO约束.
定理2 [PO]是[TW]的松弛模型.
证明 首先证明[TW]的解都是[PO]的解.

对满足[TW]任意路径上的先后两点i和j,si 和

sj 满足约束:Ai≤si≤Bi,Aj≤sj≤Bj,si<sj.由定

理1,TW 约束可以唯一地转化为 HPO和 OPO
约束,即Ai-Bj≤si-sj≤Bi-Aj,则si 和sj 能满

足PO约束,是[PO]的解.由此可知[TW]的解都

是[PO]的解.然后证明[PO]的解不一定是[TW]
的解.对满足[PO]任意路径上的先后两点i和j,
si 和sj 满足PO约束:si≤sj 和Ai-Bj≤si-sj≤
Bi-Aj.构造Ai≤si≤Bi,Bi<sj<Aj,则si 和sj

满足si≤sj,但sj 不满足TW约束Aj≤sj≤Bj,即
存在满足 HPO约束的[PO]的解不满足TW 约

束.同理,构造 Ai-Ai≤si≤Bi-Ai,Aj-Ai≤
sj≤Bj-Ai,则si 和sj 满足它们之间的PO约束

Ai-Bj≤si-sj≤Bi-Aj,但si 不满足TW 约束

Ai≤si≤Bi.即存在满足OPO约束的[PO]的解不

满足 TW 约束.由此可知,[PO]的解不一定是

[TW]的解.综上所述,[PO]是[TW]的松弛模型.
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3.2 模型复杂性分析

定理3 [PO]与[TW]变量数量相同,[PO]
约束数量更多.

证明 [PO]和[TW]使用相同变量集合和

下标,因此[TW]的变量数量 NTWV与[PO]的变

量数量NPOV相等,即 NTWV=NPOV.[TW]约束每

个节点时间窗的上下限,TW 约束数量 NTWC=
2N;[PO]约束每个节点到任意节点的相对时间

关系,PO约束最大数量 maxNPOC=N(N-1).
由定理1,TW约束可唯一转化为PO约束,针对

存在严格偏序关系的 N 个节点,每个节点与任意

节点仅存在一个严格偏序约束,可知[PO]的严格

约束数量最多为NHPO=(N-1)+(N-2)+…+
1=N(N-1)/2;针对存在重叠偏序关系的 N 个

节点,[PO]的重叠约束数量NOPO=N(N-1).因
此[PO]的 约 束 数 量 NPOC 满 足NHPO≤NPOC≤
NOPO.模型约束数量NTWC<NPOC.

分支定界算法是一类求解整数规划的精确算

法,依据分支策略遍历可行解[17-18].
定理4 分支定界算法框架下,[TW]的分

支数量少于[PO].
证明 对于[TW],分支总数取决于TW 约

束(8),其 上 界 为 V ∑
i

(Bi-Ai+1).求 解

[TW]时,在界[Ai,Bi]范围内对sik分支,分支数

量ϕik=Bi-Ai+1.依据定理2,[PO]松弛了[Ai,

Bi],则分支范围不小于[Ai,Bi],记增加的分支数

量γik≥0.总体上,相比于[TW],求解[PO]的分

支数量增量为∑
ik
γik≥0.根据定理2,存在满足

[PO]而不满足[TW]的sik,因此 ∑
ik
γik>0,即

[TW]的分支数量少于[PO].
定理5 分支定界算法框架下,时间窗越紧,

[TW]的分支数量越少.
证明 定义TW 约束的紧缩算子[Ai,Bi]􀱋

α,见式(12).其中α(α>0)代表时间窗的紧缩程

度.紧缩后时间窗的宽度 [Ai,Bi]􀱋α =Li(1-
α),其中Li=Bi-Ai.参照定理4的证明,[TW]

的总分支数量为∑
ik

ϕik=∑
ik

Li(1-α).则当算子

严格紧缩,即0<α<1时,∑
ik

ϕik 减少至原来的

(1-α),即α越大,分支数量越少.
 [Ai,Bi]􀱋α=[Ai+(Bi-Ai)α/2,

Ai+(Bi-Ai)(1-α/2)] (12)

4 数值仿真分析

在模型特征分析的基础上,下面采用分支定

界算法求解[TW]和[PO],通过算例对比两个模型

的寻优能力,同时也对上述提出的定理进行验证.
4.1 实验环境与数据集

算法 采 用 Python实 现,实 验 环 境 配 置 为

IntelPentiumP6200(2.13GHz)CPU,6GB内

存,64位 Windows7SP1操作系统;数据集采用

Solomon 数 据 集 (http://w.cba.neu.edu/~
msolomon/problems.htm).
4.2 实验设计

设计3组实验(表1):TW约束和PO约束的

数量对比;[TW]和[PO]的计算结果和求解时间

对比;时间窗紧缩程度对两个模型求解结果的影

响对比.

表1 实验目的、过程与结果

Tab.1 Experimentalobjective,progressandresults

序号 实验目的 实验过程 实验结果

1
TW 与 PO 约

束的对应关系

依据约束(10)和(11)
将 TW 约 束 转 化 为

HPO和OPO约束

TW、HPO、OPO
约束 数 量 对 比

关系见图3

2
[TW]与[PO]
的对比分析

求解[TW]与[PO]并
记录最优解与求解时

间

目标 值 与 求 解

时间 见 图 3 和

图4

3
时间窗紧缩程

度的影响分析

将 时 间 窗 分 别 紧 缩

20%、50%和80%,求
解[TW]与[PO]并记

录最优解与求解时间

目标 值 与 求 解

时间对比见图5

4.3 实验结果与分析

(1)根据图3(a)、(b)、(c)可知,[TW]的约束

数量远小于[PO]的约束数量,即验证了定理3;
在[PO]中,重叠偏序约束(OPO)数量相比[TW]
更多.

(2)采用目标值和求解时间作为模型寻优能

力的两个度量指标.根据图3(d)、(e)、(f)和图4
可知,[TW]求解时间上均优于[PO],而[PO]则
能够获得更好的解.参照定理4的证明,由于

[TW]分支数量少于[PO],[TW]占用计算资源

更少,求解速度更快;[PO]放松了时间约束,从而

扩大了可行域,能找到不劣于[TW]的最优解.
(3)根据图5(a),相同数据集中,时间窗越

紧,[TW]的目标值越大,同定理4和5的论证,
原因是可行域缩小了;时间窗越紧,分支数量越
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(a)数据集C的约束数量变化 (b)数据集R的约束数量变化 (c)数据集RC的约束数量变化

(d)数据集C的目标值对比
 (e)数据集R的目标值对比

 (f)数据集RC的目标值对比

图3 [TW]和[PO]的约束数量和目标值对比

Fig.3 Constraintnumbersandobjectivesofsolving[TW]and[PO]

(a)数据集C的求解时间
   (b)数据集R的求解时间

(c)数据集RC的求解时间

图4 使用数据集C/R/RC对[TW]和[PO]的求解时间

Fig.4 Computingtimesofsolving[TW]and[PO]withdatasetsC/R/RC

  (a)[TW]目标值
  

  (b)[TW]求解时间
  

  (c)HPO约束数量

  (d)OPO约束数量
  

  (e)[PO]目标值
  

  (f)[PO]求解时间

图5 时间窗紧缩程度对求解[TW]和[PO]的影响

Fig.5 Effectsofshrinkingtimewindowsonsolutionsof[TW]and[PO]
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少,可行解的搜索空间就越小.如图5(b)所示,时
间窗越紧,分支数量越少,计算越快.另外,随着紧

缩程度提高,HPO和OPO约束数量是朝相关方

向变化,HPO约束数量增加,而OPO约束数量减

少,如图5(c)和(d)所示.随着时间窗收紧,分支

数量减少,[PO]求解时间和[TW]一样也会降

低,如图5(f)所示,同时 目 标 值 也 会 增 大,如
图5(e)所示.

以上结果和分析具有以下的管理内涵,在求

解实际问题时,若在解的求解质量上做出适当让

步,可考虑将偏序约束转化为时间窗约束以在更

短的时间内找到较优解;而在设置任务时间窗时,
考虑时间窗的宽度和组合可以调整可行域空间从

而获得更好的解.

5 结 语

本研究受集装箱码头带堆垛约束问题的启

发,参照带时间窗的车辆路径优化问题,提出任务

偏序约束及其建模方法.针对时间窗之间的严格

偏序(HPO)和重叠偏序(OPO)两种情形,提出将

时间窗约束转化为偏序约束的松弛方法,扩展了

VRPTW并且建立了考虑偏序关系的路径优化模

型,对已有的路径优化模型进行了补充.通过定理

证明和算例实验阐述了时间窗约束和偏序约束之

间的关系,结果表明:时间窗约束可以唯一地转化

为偏序约束;考虑任务之间的偏序关系可以在更

广泛的解空间进行搜索;由于偏序约束松弛了时

间窗约束,扩大了可行域,从而能够获得更优的目

标值,然而由于(在分支定界算法框架下)分支数

量增加,求解时间更长;时间窗越紧,虽然求解速

度加快了,但是由于可行域缩小,目标值增大.
在实际应用中,通常会将偏序关系直接表述

为相对简单的时间窗约束,从而可能由于可行域

的缩小而不能发现更好的解.以上发现也同时说

明,采用时间窗约束的分支定界算法相比于直接

求解偏序模型,求解时间上更占优势.因此,研制

基于时间窗分解的偏序模型求解算法是新的研究

方向.同时,通过企业实际算例和采用各种不同算

法(如大邻域或可变邻域搜索[4])进行比较分析,
能够进一步揭示偏序约束建模的意义与新的求解

策略.
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Partial-order-basedrelaxationoftimewindows
inroutingoptimizationwithstackingconstraints

GAO Wenwen, WEI Chen, HU Zhihua*

(LogisticsResearchCenter,ShanghaiMaritimeUniversity,Shanghai201306,China)

Abstract:Insolvingvehicleroutingproblems,timewindowsareoftenusedtoformulatethepartial
orderrelationshipsbetweentasks,andtheroutingoptimizationmodelandrelatedalgorithmwithtime
windowconstraintsaredesigned.However,timewindowconstraintandpartialorderconstraintare
notequivalent.Inthecontextofstackingoperationsincontainerterminals,arelaxationmethodis
proposedtotranslatetimewindowconstraintsintopartialorderconstraintsandaroutingoptimization
modelwithpartialorderconstraintsisbuiltbasedontheroutingoptimizationmodelwithtimewindow
constraints.Undertheframeworkofbranchandboundalgorithm,therelationshipbetweentime
windowconstraintsandpartialorderconstraintsisstudiedandthefeaturesoftwo modelsare
analyzed.Solomondatasetsareusedtodonumericalanalysisandthedifferenceintheoptimization
abilityoftwomodelsisexamined.Theresultsshowthatthepartial-order-basedmodelcanbesolved
withbetteroptimality,whilethetime-window-based modelcanbesolvedinashortertime.
Moreover,afteranalyzingtheeffectsofnarrowingthetimewindows,anewresearchdirectionis
foundtodevelopimprovedalgorithmsforpartial-order-based modelbasedontime-window-based
decompositionmethod.

Keywords:vehicleroutingproblem;timewindowconstraints;partialorderrelationship;branchand
boundalgorithm;containerterminal
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