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求解非光滑复合约束优化问题的再分配束方法
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摘要:针对一类特殊的复合约束优化问题提出了再分配型束方法,其中目标函数和约束函

数为具有lower-C2 性质的函数.利用改善函数,原约束问题可以被转化为无约束问题,并且

新的目标函数也具有lower-C2 性质.再利用lower-C2 函数的性质,引入了凸化参数来改善子

问题目标函数的凸性,并设计了相应的束方法.给出了原问题和新问题最优点的关系,并简单

地给出了参数稳定性结论和算法的局部收敛性结论.通过对 H2/H∞ 综合问题的分析,利用

提出的算法计算了最优的 H2/H∞动态控制器,表明了算法的有效性.
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0 引 言

考虑一类带有复合约束的优化问题(1):

   minf(x)

s.t.g(x)=(hc)(x)≤0
其中f:Rn→R和g:Rn→R在开集上是lower-C2

函数.这类问题在很多领域都有重要的应用.例

如,令c:Rn→Sm 为二阶连续可微的 Hermitian矩

阵值函数,h:Sm→R为矩阵的最大特征值函数,

则这类特殊问题在很多领域都有很重要的应用.
在鲁棒控制理论中,一类问题是在最大特征值不

超过某个指定的界的条件下设计一类系统.在问

题(1)中,将最大特征值替换成最小特征值,将不

等号换个方向,就能将问题应用到结构化控制中,

一类经典的结构化控制问题[1]是在最小特征值的

下界条件下最小化某个函数.这类模型还适用于

很多数学规划,由于问题(1)中的约束是非凸且非

光滑的,这类问题实际上很难求解.非凸非光滑无

约束问题的求解方法在文献中并不是很多,而非

凸非光滑约束问题的方法则更少.为了解决这类

非凸非光滑的约束优化问题,经典的手段是引入

相应的Lagrange函数或惩罚函数,将问题变成最

小化目标函数和约束函数某种形式的和的无约束

问题,或者使用支撑函数来近似约束使得问题变

得易解[2].但是,在实际计算中,约束函数的非凸

性和非光滑性会使得惩罚函数和Lagrange函数

变得更加复杂,而支撑函数只适用于目标函数具

有比较简单的形式如目标函数为线性时.因此,为

了有效利用原问题的复合结构,本文引用一类特

殊的改善函数[3]Fx(y)∶=max{f(y)-f(x),

g(y)},则求解问题(1)等价于求解下面的数学规

划问题(2):

min
y∈Rn

Fx(y)

其中,x是某次迭代的迫近中心且随着迭代变化.
这样,改善函数Fx 保留了原目标函数f 和约束

函数g 的性质和原问题的复合结构.本文针对问

题(2)提出一类再分配束方法.问题(2)也是一类

非凸非光滑问题,而束方法是现今解决非凸非光

滑问题最有效的优化方法之一.之前的很多方法

在解决非凸问题时使用了邻近策略[4-8].因为在求

解非凸问题时,线性化误差经常是非正的,因此之

前的算法采取了多种策略来改善线性化误差.大

多数算法都是从重新定义线性化误差出发的,例



如取线性化误差的绝对值[9],取线性化误差的二

次惩罚项[10],或将前两种组合起来[11-12].本文从

另一种角度出发,利用目标函数和约束函数的内

在性质,使用再分配的策略和加入凸化项来保证

线性化误差为正,再应用束方法来求解.

1 假设和最优性条件

首先对问题(2),给出下面的基本假设.
假设H1 假设存在x0∈Rn 和M0≥0使得

L0∶={x∈Rn:Fx0(x)≤M0}为有界集.
这样可以得到下面的引理.
引理1 令Fx为问题(1)的改善函数,则Fx

在L0 上是lower-C2 的.若 Fx 满足上面的假设

H1,对任意x∈L0,下列结论成立.
(1)水平集L0 非空且紧致.
(2)函数Fx下有界且邻近有界,其阈值为0,

即Fx(·)+R
2
· 2 下有界对所有R>0都成

立.
(3)存在ρc,使得对任何ρ≥ρc 和任意的y∈

L0,函数Fx(·)+ρ
2
·-y 2 在L0 上是凸的.

(4)函数Fx在L0 上是Lipschitz连续的.
命题的证明可参考文献[13]和[14].接下来,

给出问题(1)和问题(2)局部最优解的关系.
定理1 若x是问题(1)的一个最优解,则x

也是问题(2)的一个局部最优解且0∈∂Fx(x),若

0∈∂Fx(x),则有两种可能性:

(1)g(x)>0,则x是g 自己的一个局部极小

点,称x为约束违反的局部极小点.
(2)g(x)≤0,则x满足问题(1)的FritzJohn

必要性最优性条件.若g(x)<0或0∉∂g(x),则x
满足问题(1)的KKT必要性最优性条件.

上面的引理和定理可参考文献[2,15-16].

2 束信息的存储

下面利用引理1来定义非凸情况下的束信息

和束方法.首先,定义邻近映射

pRFx(x)∶=argmin
y

{Fx(y)+12R x-y 2}
当R 充分大时,上式在L0 上是单值且Lipschitz

的.引入增广函数

Fηn
x̂k(·)∶=Fx̂k(·)+ηn ·-x̂k 2/2 (1)

定义函数的线性化误差

ek
i=Fx̂k(x̂k)-(Fx̂k(xi)+<Gk

i,x̂k-xi>)

这样就得到了增广束信息

∪
i∈In
{ek

i,dk
i,Δk

i,Gk
i}

其中dk
i=|x

i-x̂k|2
2

,Δk
i=xi-x̂k,Gk

i∈∂Fx̂k(xi).

因为线性化误差ek
i,偏差范数dk

i 和偏差向量Δk
i

都依赖于x̂k,因此,在下降步x̂k改变之后这些变

量都需要做对应的更新.
为了定义QP问题,把迫近参数R 分成两个

非负项:R=η+μ,其中η定义为增广凸化参数,μ
定义为迫近参数.用之前迭代的信息能够定义

Fη
x̂k的割平面模型:

 φk(y)∶=max
i

{ (Fx̂k(xi)+η
2 xi-x̂k 2 )+

<Gk
i+η(xi-x̂k),y-xi>}

上式的一个等价表示为

φk
n(y)=Fx̂k(x̂k)+max

i∈In
{-(ek

i+ηndk
i),

<Gk
i+ηnΔk

i,y-x̂k>} (2)

假设xn+1∶=pμnφ
k
n(x̂k)是 QP问题的唯一最优

解,则对应的最优性条件为存在乘子αn 使得

  xn+1=x̂k-1
μn

G-n
ηn
(x̂k)

(3)

G-n
ηn
(x̂k)=∑

i∈In

αn
i(Gk

i+ηnΔk
i)∈∂φk

n(xn+1)

每次迭代后,用Iactn 来表示强有效梯度集,即

Iactn ∶={i∈In:αn
i>0}

在最优性条件(3)中,将G-n
ηn
(x̂k)称为集梯度,对

应的集元素为

(ek
-n,dk

-n,Δk
-n,G-n)=∑

i∈In

αn
i(ek

i,dk
i,Δk

i,Gk
i)=

∑
i∈Iactn

αn
i(ek

i,dk
i,Δk

i,Gk
i) (4)

则对所有的l∈Iactn 和l=-n都有

φk
n(xn+1)=Fx̂k(x̂k)-ek

l-ηndk
l+

<Gk
l+ηnΔk

l,xn+1-x̂k>

利用集梯度可以得到

G-n
ηn
(x̂k)=G-n+ηnΔk

-n=μn(x̂k-xn+1)

且割平面-ek
-n+ηndk

-n+<G-n
ηn
(x̂k),y-x̂k>也会
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用于生成新的模型函数.对所有束信息,当每次下

降步变化时,指标k会变成k+1.相应的束信息

会更新为

 ek+1
i =ek

i+Fx̂k(xi)-Fx̂k+1(xi)+
<Gk

i,x̂k-xi>-<Gk+1
i ,x̂k+1-xi>,

dk+1
i =dk

i+|x̂k+1-x̂k|2/2-<Δk
i,x̂k+1-x̂k>,

Δk+1
i =Δk

i+x̂k-x̂k+1 (5)

在下面的算法中,将ηn 定义为使增广线性化

误差非负的最小值:

ηminn ∶= max
i∈In,d

k(n)
i >0

-e
k(n)
i

dk(n)
i

(6)

显然,当η>ηminn 时,ek
i+ηdk

i≥0对所有i∈In 都成

立.令ik 为使得x̂k=xik 的指标,则下面的结论成

立:

ik∈In⇔(ek
ik
,dk

ik
,Δk

ik
,Gk

ik
)=(0,0,0,Gk

ik
)

在束集合中.

3 算法建立

下面给出求解非光滑复合约束优化问题的再

分配束方法.

Step0 初始化.
选取初始点x̂0,不可接受增长参数 M0>0,

参数R0>0,停止参数 stop≥0,Armijo型参数m∈

(0,1),凸化增长参数Γ>1.初始化迭代计数器

n=0,下降步计数器k=k(n)=0和i0=0,束指标

集I0 ∶={0}和初始候选点x0 ∶=x̂0.
计算G00∈∂Fx̂0(x̂0)和其他束信息(e00,d00,

Δ00)=(0,0,0)∈R×R×Rn.
选取初始迫近参数对(μ0,η0)∶=(R0,0).

Step1 停止测试.
若0∈∂Fx̂k(x̂k),则算法停止.

Step2 生成局部模型和QP子问题.
给定当前下降步迫近点x̂k,束信息集合{(ek

i,

dk
i,Δk

i,Gk
i)}i∈In 和迫近参数对(μn,ηn),其中ηn≤

Rn 且μn=Rn-ηn,定义局部模型(2),求解

min
y∈Rn

φk
n(y)+μn

2|y-x̂
k|2

得到最优解xn+1和乘子αn,计算集信息(4).
定义预测下降量

δk
n+1∶=Fx̂k(x̂k)+ηn

2|x
n+1-x̂k|2-φk

n(xn+1)

Step3 下降步检测.
检验下降条件

Fx̂k(xn+1)≤Fx̂k(x̂k)-mδn+1

若条件成立,xn+1是下降步,置k(n+1)=k+
1,ik+1=n+1,x̂k+1=xn+1,根据式(5)更新束信

息.
否则,xn+1是零步,置k(n+1)=k(n).加入

束信息

Δk
n+1∶=xn+1-x̂k,dk

n+1∶=|Δk
n+1|2/2,

ek
n+1∶=Fx̂k(x̂k)-(Fx̂k(xn+1)+<Gk

n+1,Δk
n+1>)

选取新的指标集,满足

In+1⊇{n+1,ik}

且

In+1⊇Iactn ={i∈In:αn
i>0}或In+1⊇{-n}

Step4 更新η.
根 据 下 面 的 规 则 更 新η.若ηminn+1≤ηn,则

ηn+1∶=ηn.否则ηn+1∶=Γηminn+1,Rn∶=μn+ηn+1.其

中ηminn+1由式(6)给出.
Step5 更新μ.
若Fx̂k(xn+1)>Fx̂k(x̂k)+M0,则目标函数值

的上升是不可接受的.以下列参数重启算法

η0∶=ηn,μ0∶=Γμn,R0∶=η0+μ0
x0∶=x̂k,(e00,d00,Δ00)∶=(0,0,0)

k(0)∶=0,i0∶=0,I0∶={0},

n∶=0
循环到Step1.

不论任何情况,令n加1,循环到Step1.
在Step4中,对模型的凸化参数ηn 的更新保

证了ηn≥ηminn 对所有的迭代都成立,因此ek
-n+

ηndk
-n≥0.此外,在Step2中定义的预测下降量

也满足

δk
n+1=

Rn+μn

2 |xn+1-x̂k|2+ek
-n+ηndk

-n≥0

(7)

在Step5中的重启能够保证最终所有的迭

代点都在集合L0 中.下面的引理能够说明算法的

迭代中只有有限次重启.
引理2(算法是良定义的) 考虑再分配束方

法生成的迭代点序列{xn},若Fx0满足假设 H1,

且ik∈In,则在Step5中只有有限次重启.因此,

最终{xn}完全在L0 中,且迫近参数序列{μn}会变

201 大 连 理 工 大 学 学 报 第60卷 



成常数.

4 收敛性结论

下面给出关于算法的参数稳定性和渐近收敛

性的结论,这里只给出定理2的详细证明.
引理3(模型性质) 考虑式(2)中给出的函

数族φk
n 和再分配算法,下面的结论成立:

(1)φk
n 是凸函数.

(2)若对式(6)中定义的ηminn 有ηn≥ηminn ,则

φk
n(x̂k)≤Fx̂k(x̂k)=0对所有w∈Rn 都成立.
(3)若ηn+1=ηn,In+1⊃Iactn 或In+1⊃{-n},且

xn+1是零步,则

φk
n+1(w)≥φk

n(xn+1)+μn<x̂k-xn+1,w-xn+1>

(4)若In⊃{n},则对Gk
n∈∂Fx̂k(xn)有

φk
n(w)≥Fx̂k+ηndk

n+<Gk
n+ηnΔk

n,w-xn>

引理4(参数的最终稳定性) 考虑函数φk
n,

若Fx0满足假设 H1,则存在n'>0使得所有参数

序列满足

ηn=η,μn=μ,Rn=R=μ+η,∀n>n'
且引理3的结论成立.此外,若η>ρc,则

 φk
n(w)≤Fx̂k(w)+η|w-x̂k(n)|2/2,

∀w∈L0,∀n>n' (8)

且上式对{xn}的任一聚点附近的w也成立.
定理2(算法的渐近收敛性) 考虑Fx0满足

假设H1,假设算法不在有限步终止.令η为凸化

参数序列的稳定值,下列情况只有一种成立.
(1)η>ρc 且

(a)x̂为最后一个下降步,则xn+1→x̂,且0∈
∂Fx̂(x̂).

(b)存在无穷多个下降步,则{x̂n}的任一聚

点x都满足0∈∂Fx̂(x̂).
(2)η≤ρc.
证明 (i)若x̂∶=x̂k后只有零步,由文献

[17]可 以 得 到 序 列{xn+1}→p∶=pRFx̂ (x̂),

φk
n(xn+1)→Fx̂(p)-η

2|p-x̂|
2.这样就有

 δk
n+1=η

2|x
n+1-x̂|2-φk

n(xn+1)→

η
2|p-x̂|

2-Fx̂(p)-η
2|p-x̂|

2=

-Fx̂(p)

由于Step3中的下降步测试不成立,则有

Fx̂(xn+1)>-mδk
n+1.令 n→ ∞ 有 Fx̂ (p)>

mFx̂(p),故Fx̂(p)≥0.但p=pRFx̂(x̂)意味着

Fx̂(p)+R·12|p-x̂|2≤Fx̂(x̂),则有x̂=p.因

此,x̂=pRFx̂(x̂),所以0∈∂Fx̂(x̂).
(ii)首先,注意{x̂k}⊂L0 且L0 是紧集.因此,

存在K⊂N,对任意k∈K 有x̂k→xinf∈L0,因为

x̂k+1=xik+1,令jk=ik+1-1,故x̂k+1=pμφk
jk
(x̂k).

又因为下降步测试成立,则有

Fx̂k(x̂k+1)≤Fx̂k(x̂k)-mδk
ik+1≤0

即

max{f(x̂k+1)-f(x̂k),g(x̂k+1)-g(x̂k)+}≤0
则f(x̂k)单调递减下有界,且f(x̂k)→f(xinf).因

此

liminf
k→∞

Fx̂k(x̂k+1)≥lim
k→∞

f(x̂k+1)-f(x̂k)=0

又因为Fx̂k(x̂k+1)≤0,则Fx̂k(x̂k+1)→0,δk
ik→0,

由式(7)可以得到|x̂k+1-x̂k|2→0且e-jk +

ηek
-jk→0.这样,由式(2)可以得到φjk

(x̂k+1)-

Fx̂k(x̂k)→0,且φjk
(x̂k+1)→Fxinf(xinf),∀k∈K.

但x̂k+1=pμφjk
(x̂k)且η>ρid,则对任意w∈L0,由

式(8)可得

φk
jk
(x̂k+1)+μ

2|x̂
k+1-x̂k|≤Fx̂k(w)+R

2|w-x̂
k|

上式两边同时取极限可以得到

Fxinf(xinf)≤Fxinf(w)+R
2|w-x̂

k|2,∀w∈L0

因为xinf∈L0,对w∉L0,

Fxinf(xinf)≤M0≤Fx0(w)≤Fxinf(w)+R
2|w-x̂

k|2

因此,Fxinf(xinf)≤Fxinf(w)+R
2|w-x̂k|2 对所有

的w∈Rn 都成立,即xinf=pRFxinf(xinf),R>ρid,因

为f 和g 都是lower-C2 的且R>ρid,故有0∈

∂Fxinf(xinf).
□

5 数值实验

本章将给出一个数值算例来验证上面提出的

非光滑再分配束方法在实际问题中的有效性.这

里引用了一个典型的实际控制问题:车辆悬挂系
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统的 H2/H∞ 控制器综合问题[18].车辆悬挂的数

学模型展示了车辆的主要动态特征,例如支撑车

辆的重量,进行不同操作时保持稳定,提供一定的

舒适度,最小化马路扰动的力量造成的影响等.文

献[18]中应用的悬挂模型是图1所示的“1/4”车

辆模型,这是早期提出的能够分析相关动态性能

最简单的模型.动态方程是通过简单的力平衡建

立的.状态变量x1、x2 分别为从平衡状态的簧下

质量(Mus=28.58kg)位移和从平衡状态的簧上

质量(Msp=288.9kg)位移,x3、x4 分别为x1、x2
的导数.如图所示,根据由车辆悬挂系统的动力学

特征得到的数学模型,系统的状态空间表示为

x.=Ax+B1w+B2u

y=C2x

z=Cx+Du

(9)

这里x是状态向量,u是控制输入向量,y是量测

输出向量,w 是外部扰动向量,z是受控输出向

量,剩余的系数矩阵为

A=

0 0 1 0

0 0 0 1

-Kus

Mus
0 0 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

B1= 0 0 Kus

Mus
0æ

è
ç

ö

ø
÷

T

,

B2= 0 0 - 1Mus
- 1Msp

æ

è
ç

ö

ø
÷

T
,

C2=
1 -1 0 0

0  0 1 1
æ

è
ç

ö

ø
÷

C=

 3.3084 -0.2336 0 0

-0.2336  0.9723 0 1

0  0  0 0

0  0  0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

D=(0 0 0 0 0.2828×10-4)

其中Kus=1.559×105N/m,初始条件为x(0)=0.
在本例中,考虑扰动信号为阶跃信号,要设计

输出反馈控制器K,使得闭环系统满足下列性质:

(1)内部稳定性.在闭环系统中K(s)渐近稳

定P,即任意初始状态引起的零输入响应趋于0.

图1 1/4车辆模型

Fig.1 Quarter-carmodel

(2)指定的 H∞性能.从w到z的闭环传递函

数Tw→z的H ∞范数不超过给定的上界γ∞.
(3)最优的 H2 性能.在所有满足(1)和(2)的

K 中,最小化从w到z的闭环传递函数Tw→z的H2

范数.
标准的动态控制器为

K(s):
x.K
u

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

AK BK

CK DK

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
xK

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中xK 是控制器的状态.将K(s)代入对象(9)得

到闭环系统,引入闭环状态矩阵

A(K)=
A+B2DKC2 B2CK

BKC2 AK

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

B(K)=
B1
0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

C(K)=(C1 0), D(K)=0
则可以得到传递函数

Tw→z(K,ω)=C(K)(ωI-A(K))-1B(K)+D(K)

因此要解下面的数学规划:

  min Tw→z(K)2
2

s.t. Tw→z(K)2
∞≤γ2∞

即

  min f(K)∶= Tw→z(K)2
2

s.t. g(K)≤0
其中

g(K)∶= max
ω∈[0,∞]

λ1(TH
w→z(K,ω)Tw→z(K,ω))-γ2∞

λ1 是矩阵的最大特征值函数.注意f(K)是C2 函

数,当Tw→z(K,ω)对x和ω 是二阶连续可微时,显

然g(K)是lower-C2 的,满足算法需要的条件.取

γ∞=5.225,经过43次迭代得到了二阶的最优控

制器
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K1(s)=103×
0.0896 0.33080.7272 0.0640

-0.0662-0.15440.4871-0.0109

0.7986 0.27640.1617 1.7366
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è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

控制器K1(s)的 H2 范数为33.2432,H∞范

数为5.2181.将得到的结果与一般的非光滑束方

法[15]做对比,文献[15]中得到的控制器的 H2 范

数为33.3120,H∞范数为5.2250,并且需要496
次迭代.还计算了四阶的最优控制器,经过25次

迭代得到了

K2(s)=103×

-0.2158 -0.5613 -0.0012 0.0006 -0.0927 0.0817

0.0724 0.1512 -0.0042 0.0019 -0.5677 -0.0374

0.0011 -0.0003 0.0011 0.0044 0.0004 0.0005

0.0044 -0.0017 -0.0006 -0.0018 0.0006 0.0005

0.4742 -0.2764 0.0004 0.0004 0.0922 1.7370

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

控制器K2(s)的 H2 范数为33.2549,H∞范

数为5.2116.将得到的结果与一般的非光滑束方

法[15]做对比,文献[15]中得到的控制器的 H2 范

数为33.3110,H∞范数为5.2236,并且需要157
次迭代.可以看出提出的再分配束方法在计算所

需的时间及求得解的可行性和目标函数值上都有

所提高.图2给出了得到的控制器K1(s)与式(9)

构成的闭环系统的阶跃响应.

图2 由受控对象和控制器K1(s)构成闭环

系统的阶跃响应

Fig.2 Stepresponseofclosed-loopsystemwith

controlledobjectandthecontrollerK1(s)

6 结 语

本文研究了一类特殊的复合约束优化问题,

这类问题在很多重要领域都有广泛的应用.利用

改善函数,将原问题转换成无约束问题来求解.利

用lower-C2 函数的性质,引入凸化参数来改善新

目标函数的凸性,使得问题容易求解,本文还使用

了集技术来避免迭代过程中束集合过大的缺陷.

算法中的参数经过迭代能达到稳定且迭代点列能

够收敛到问题的局部最优点.在数值实验部分,算

法被应用到具有实际意义的 H2/H∞ 控制问题,

说明了算法的有效性.
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Redistributedbundlemethodforsolvingnonsmoothcomposite
constrainedoptimizationproblem

WU Qiong, ZHANG Hongwei*, WANG Shuang

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Aredistributed-typebundlemethodisproposedforsolvingaspecifickindofcomposite
optimizationproblemwhoseobjectivefunctionandconstraintfunctionarefunctionswiththeproperty
oflower-C2.Byusingimprovementfunction,theoriginalconstrainedproblemistransformedintoan
unconstrainedproblem,inwhichthenewobjectivefunctionremainslower-C2.Byapplyingthe

propertiesoflower-C2function,aconvexificationparameterisintroducedtoimprovetheconvexityof
theobjectivefunctioninthesubproblem,andabundlemethodisdesigned.Therelationshipbetween
theoptimumpointsoforiginalproblemandthenewproblemisgiven,togetherwiththeresultsabout
thestabilityofparametersandlocalconvergence.ViaanalyzingH2/H∞controlproblem,anoptimal
H2/H∞dynamiccontrolleriscomputedbytheproposedmethodandtheeffectivenessofthemethodis
demonstrated.

Key words:constrained optimization;nonsmooth optimization;improvementfunction;bundle
method;lower-C2
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