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mC3∨nC3和mC4∨nC4点可区别Ⅰ-全染色及Ⅵ-全染色
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摘要:设f为简单图G 的一个一般全染色(即若干种颜色对图G 的全部顶点及边的一个分

配),如果任意两个相邻点染以不同颜色且任意两条相邻边染以不同的颜色,则称为图G 的

Ⅰ-全染色;如果任意两条相邻边染以不同的颜色,则称为图G的Ⅵ-全染色.用C(x)表示在f
下点x的颜色以及与x 关联的边的色所构成的集合(非多重集).对图G的一个Ⅰ-全染色(分
别地,Ⅵ-全染色)f,一旦∀u,v∈V(G),u≠v,就有C(u)≠C(v),则f 称为图G 的点可区别

Ⅰ-全染色(或点可区别Ⅵ-全染色),简称为 VDIT染色(分别地,VDVIT染色).令χⅠ
vt(G)=

min{k|G存在k-VDIT染色},称χⅠ
vt(G)为图G 的点可区别Ⅰ-全色数.令χⅥ

vt(G)=min{k|
G存在k-VDVIT染色},称χⅥ

vt(G)为图G的点可区别Ⅵ-全色数.利用构造具体染色的方法,

讨论了联图mC3∨nC3 和mC4∨nC4 的点可区别Ⅰ-全染色和点可区别Ⅵ-全染色,并给出了

联图mC3∨nC3 和mC4∨nC4 的点可区别Ⅰ-全色数和点可区别Ⅵ-全色数.
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0 引 言

关于图的点可区别未必正常边染色已进行了

许多研究[1-3].两类点可区别未必正常全染色即点

可区别Ⅰ-全染色和点可区别Ⅵ-全染色在文献

[4]中被提出,并在文献[5-6]中被研究.设f为图

G 的一个一般全染色(即若干种颜色对图G 的全

部顶点及边的一个分配),如果任意两个相邻点染

以不同颜色且任意两条相邻边染以不同的颜色,
则称为图G 的Ⅰ-全染色;如果任意两条相邻边染

以不同的颜色,则称为图G 的Ⅵ-全染色.用C(x)
表示在f 下点x 的颜色以及与x 关联的边的色

所构成的集合(非多重集),C(x)在全体颜色构成

的集合中的补集记为C(x).对图G 的一个Ⅰ-全
染色(分别地,Ⅵ-全染色)f,一旦∀u,v∈V(G),

u≠v,就有C(u)≠C(v),则f称为图G 的点可区

别的Ⅰ-全染色(或点可区别Ⅵ-全染色),简称为

VDIT染色(分别地,VDVIT染色).令χⅠ
vt(G)=

min{k|G 存在k-VDIT染色},称χⅠ
vt(G)为图G 的

点可区别Ⅰ-全色数.令χⅥ
vt(G)=min{k|G 存在

k-VDVIT染色},称χⅥ
vt(G)为图G 的点可区别Ⅵ-

全色数.在文献[4]中,得到了联图Cn∨Cn 的点

可区别Ⅰ-全染色及点可区别Ⅵ-全染色(n 至少

是4).文献[5]中探讨了圈与路的联图的点可区

别Ⅰ-全染色(点可区别Ⅵ-全染色)且在文献[6]
中讨论了两条路的联图的点可区别Ⅰ-全染色.本
文讨论并给出mC3∨nC3 和mC4∨nC4 的点可区

别Ⅰ-全色数和点可区别Ⅵ-全色数,其中lCi 是指

l个i阶圈Ci 的点不交的并,mCi∨nCi 表示mCi

与nCi 的联(i=3,4).

1 准备工作

对于图G,令ni 表示度为i的顶点的数目,

δ≤i≤Δ,假设
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文献[4]给出了下述引理、命题、猜想.
引理1 χⅠ

vt(G)≥χⅥ
vt(G)≥ζ(G).

命题 1 Kn,n≥3是 完 全 图,(i)当 n≡
1(mod2)时,χⅠ

vt(Kn)=n;n≡0(mod2)时,

χⅠ
vt(Kn)=n+1.(ii)χⅥ

vt(Kn)=χⅠ
vt(Kn).

命题2 当n≥4时,有χⅠ
vt(Cn∨Cn)=n+4.

猜想1(VDITC猜想) χⅠ
vt(G)=ζ(G)或

ζ(G)+1.
猜想2(VDVITC猜想) χⅥ

vt(G)=ζ(G)或

ζ(G)+1.
假设p∈Z,而q为正整数,用(p)q 表示1,

2,…,q中的模q 同余于p 的那个数,即(p)q∈
{1,2,…,q}且(p)q≡p(modq).

2 主要结果及其证明

定理1 设1≤m≤n,则
(i)

χⅠ
vt(mC3∨nC3)=

3n+4; 1≤m=n
3n+3; 1≤m<n{

(ii)χⅥ
vt(mC3∨nC3)=χⅠ

vt(mC3∨nC3).
证明 (i)令V(mC3∨nC3)={u1,u2,…,

u3m,v1,v2,…,v3n},E(mC3∨nC3)={uiui+1|i≢
0(mod3)}∪{uiui-2|i≡0(mod3)}∪{vjvj+1|

j≢0(mod3)}∪{vjvj-2|j≡0(mod3)}∪{uivj|
i=1,2,…,3m;j=1,2,…,3n}.

情形1 1≤m=n.
当m=n=1时,C3∨C3=K6,由命题1可知,

χⅠ
vt(K6)=χⅥ

vt(K6)=7.
当2≤m=n 时,图nC3∨nC3 有6n 个度为

3n+2的 点.先 计 算ζ(nC3∨nC3)=min{l
l
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÷≥6n}=3n+4.由引理1可知

χⅠ
vt(nC3∨nC3)≥3n+4.现在只需证明nC3∨nC3

存在一个(3n+4)-VDIT染色f.设染色所需用的

色为1,2,…,3n+1,α,β,γ.
步骤1 给连ui 与vj 的边进行染色.令

f(uivj)=(i+j-1)3n+1∈{1,2,…,3n+1};

1≤i≤3n,1≤j≤3n
步骤2 给3圈的边进行染色.边uiui+1、

ui+1ui+2、uiui+2分别染以颜色γ、α、β,边vivi+1、

vi+1vi+2、vivi+2分别染以颜色α、β、γ,这里i≡
1(mod3),i∈{1,2,…,3n}.

步骤3 给点染色.点ui、ui+1、ui+2分别染以

颜色γ、α、β,点vi、vi+1、vi+2分别染以颜色2、3、1,
这里i≡1(mod3),i∈{1,2,…,3n}.

上述染色是Ⅰ-全染色,并且在此染色下有

C(ui)={(i-1)3n+1,α},i≡1(mod3);

C(ui)={(i-1)3n+1,β},i≡2(mod3);

C(ui)={(i-1)3n+1,γ},i≡0(mod3)
其中i=1,2,…,3n.

C(vj)={(j-1)3n+1,β},j≡1(mod3);

C(vj)={(j-1)3n+1,γ},j≡2(mod3);

C(vj)={(j-1)3n+1,α},j≡0(mod3)
其中j=1,2,…,3n.可见6n个点的色集合彼此

互异,故 上 述 Ⅰ-全 染 色 是 点 可 区 别 的.所 以

χⅠ
vt(nC3∨nC3)=3n+4.

情形2 1≤m<n.
图mC3∨nC3 有3m 个度为3n+2,有3n个

度为3m+2的点.先计算ζ(mC3∨nC3)=min{l
l
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3n}=3n+3.由引理1可知χⅠ
vt(mC3∨nC3)≥

3n+3.现在只需证明mC3∨nC3 存在一个(3n+
3)-VDIT染色f.设染色所需用的色为1,2,…,

3n+3.
步骤1 给连ui 与vj 的边进行染色.令

f(uivj)=(i+j-1)3n+3∈{1,2,…,3n+3};

1≤i≤3m,1≤j≤3n
步骤2 给3圈的边进行染色.边uiui+1、

ui+1ui+2、uiui+2分别染以颜色(i-2)3n+3、(i)3n+3、
(i-1)3n+3,这里i≡1(mod3),i∈{1,2,…,3m};
边vjvj+1、vj+1vj+2、vjvj+2 分 别 染 以 颜 色 (j-
2)3n+3、(j)3n+3、(j-1)3n+3,这里j≡1(mod3),

j∈{1,2,…,3n}.
步骤3 给点染色.点ui、ui+1、ui+2分别染以

颜色3n+2、3n+1、3n+3,这里i≡1(mod3),i∈
{1,2,…,3m}.点vj 染以颜色j,这里j∈{1,2,
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…,3n}.
上述染色是Ⅰ-全染色,并且在此染色下有

C(ui)={(i-3)3n+3},i≡1(mod3);

C(ui)={(i-2)3n+3},i≡2(mod3);

C(ui)={(i-1)3n+3},i≡0(mod3)
其中i=1,2,…,3m.

C(vj)={j,j+1,j+2,j+3,…,(j+3m-
1)3n+3,(j-2)3n+3,(j-3)3n+3},j≡1(mod3);

C(vj)={j,j+1,j+2,j+3,…,(j+3m-
1)3n+3,(j-2)3n+3,(j-1)3n+3},j≡2(mod3);

C(vj)={j,j+1,j+2,j+3,…,(j+3m-
1)3n+3,(j-1)3n+3,(j-3)3n+3},j≡0(mod3)
其中j=1,2,…,3n.可见3m+3n个点的色集合

彼此互异,故上述Ⅰ-全染色是点可区别的.所以

χⅠ
vt(mC3∨nC3)=3n+3.
(ii)由 引 理 1 可 知,χⅥ

vt (mC3 ∨nC3)=
χⅠ
vt(mC3∨nC3).

定理2 设1≤m≤n,则
(i)

χⅠ
vt(mC4∨nC4)=

4n+4; 1≤m=n
4n+3; 1≤m<n{

(ii)χⅥ
vt(mC4∨nC4)=χⅠ

vt(mC4∨nC4).
证明 (i)令V(mC4∨nC4)={u1,u2,…,

u4m,v1,v2,…,v4n},E(mC4∨nC4)={uiui+1|i≢
0(mod4)}∪{uiui-3|i≡0(mod4)}∪{vjvj+1|

j≢0(mod4)}∪{vjvj-3|j≡0(mod4)}∪{uivj|
i=1,2,…,4m;j=1,2,…,4n}.

情形1 1≤m=n.
当m=n=1时,图C4∨C4,由命题2可知,

χⅠ
vt(C4∨C4)=8.

当2≤m=n 时,图nC4∨nC4 有8n 个度为

4n+2的 点.先 计 算ζ(nC4∨nC4)=min{l
l
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χⅠ
vt(nC4∨nC4)≥4n+4.现在只需证明nC4∨nC4

存在一个(4n+4)-VDIT染色f.设染色所需用的

色为1,2,…,4n+1,α,β,γ.
步骤1 给连ui 与vj 的边进行染色.令

f(uivj)=(i+j-1)4n+1∈{1,2,…,4n+1};

1≤i≤4n,1≤j≤4n

步骤2 给4圈的边进行染色.边uiui+1、

ui+1ui+2、ui+2ui+3、ui+3ui 分别染以颜色β、γ、β、γ,
边vivi+1、vi+1vi+2、vi+2vi+3、vi+3vi 分别染以颜色

α、γ、α、γ,这里i≡1(mod4),i∈{1,2,…,4n}.
步骤3 给点染色.点ui、ui+1分别染以颜色

1、β,点 vi、vi+1 分 别 染 以 颜 色α、2,这 里i≡
1(mod2),i∈{1,2,…,4n}.

上述染色是Ⅰ-全染色,并且在此染色下有

C(ui)={(i-1)4n+1,α},i=1,2,…,4n;

C(vj)={(j-1)4n+1,β},j=1,2,…,4n
可见8n个点的色集合彼此互异,故上述Ⅰ-全染

色是点可区别的.所以χⅠ
vt(nC4∨nC4)=4n+4.

情形2 1≤m<n.
图mC4∨nC4 有4m 个度为4n+2,有4n个

度为4m+2的点.先计算ζ(mC4∨nC4)=min{l
l
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4n}=4n+3.由引理1可知χⅠ
vt(mC4∨nC4)≥

4n+3.现在只需证明mC4∨nC4 存在一个(4n+
3)-VDIT染色f.设染色所需用的色为1,2,…,

4n+1,α,β.
步骤1 给连ui 与vj 的边进行染色.令

f(uivj)=(i+j-1)4n+1∈{1,2,…,4n+1};

1≤i≤4m,1≤j≤4n
步骤2 给4圈的边进行染色.边uiui+1、

ui+1ui+2、ui+2ui+3、ui+3ui 分别染以颜色α、β、α、β,

这里i≡1(mod4),i∈{1,2,…,4m};边vjvj+1、

vj+1vj+2、vj+2vj+3、vj+3vj 分别染以颜色α、β、α、β,
这里j≡1(mod4),j∈{1,2,…,4n}.

步骤3 给点染色.点ui、ui+1分别染以颜色

α、β,这里i≡1(mod2),i∈{1,2,…,4m}.点vj 染

以颜色j,这里j∈{1,2,…,4n}.
上述染色是Ⅰ-全染色,并且在此染色下有

C(ui)={(i-1)4n+1},其 中i∈{1,2,…,

4m}.C(vj)={j,j+1,…,(j+4m-1)4n+1},其中

j∈{1,2,…,4n}.可见4m+4n个点的色集合彼

此互异,故上述Ⅰ-全染色是点可区别的.所以

χⅠ
vt(mC4∨nC4)=4n+3.
(ii)由 引 理 1 可 知,χⅥ

vt (mC4 ∨nC4)=
χⅠ
vt(mC4∨nC4).
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3 结 语

从本文的主要结论及 证 明 过 程 可 以 看 出

χⅥ
vt(mC3∨nC3)=χⅠ

vt(mC3∨nC3)=ζ(mC3∨
nC3)及χⅥ

vt(mC4∨nC4)=χⅠ
vt(mC4∨nC4)=

ζ(mC4∨nC4).
综 上 所 述,可 以 得 到 VDITC 猜 想 及

VDVITC猜想对本文所涉及的两类联图 mCi∨
nCi,i=3,4,其中1≤m≤n是成立的.今后将对

mCi∨nCi,i≥5的点可区别Ⅰ-全色数及点可区

别Ⅵ-全色数作进一步探讨.
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Vertex-distinguishingⅠ-totalcoloringandⅥ-totalcoloring
ofmC3∨nC3andmC4∨nC4

CHEN Xiang'en*, ZHANG Shenggui

(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:LetGbeasimplegraph.SupposefisageneraltotalcoloringofgraphG (i.e.,an
assignmentofseveralcolorstoallverticesandedgesofG ),ifanytwoadjacentverticesandanytwo
adjacentedgesofgraphGareassigneddifferentcolors,thenfiscalledanⅠ-totalcoloringofagraph
G;ifanytwoadjacentedgesofGareassigneddifferentcolors,thenfiscalledaⅥ-totalcoloringofa
graphG.LetC(x)denotethesetofcolorsofvertexxandoftheedgesincidentwithxunderf,the
setisnonmultipleset.ForanⅠ-totalcoloring(resp.,Ⅵ-totalcoloring)fofagraphG,ifC(u)≠
C(v)foranytwodistinctverticesuandvofV(G),thenfiscalledavertex-distinguishingⅠ-total
coloring(resp.,vertex-distinguishingⅥ-totalcoloring)ofgraphG,shortforVDITcoloring(resp.,
VDVITcoloring).LetχⅠ

vt(G)=min{k|Ghasak-VDITcoloring},thenχⅠ
vt(G)iscalledtheVDIT

chromaticnumberofgraphG.LetχⅥ
vt(G)=min{k|Ghasak-VDVITcoloring},thenχⅥ

vt(G)iscalled
theVDVITchromaticnumberofgraphG.TheVDITcoloring(resp.,VDVITcoloring)ofmC3∨nC3
andmC4∨nC4aredeterminedandtheVDITchromaticnumber(resp.,VDVITchromaticnumber)of
themaredeterminedbyconstructingconcretecoloring.

Keywords:joinofgraphs;Ⅰ-(Ⅵ-)totalcoloring;vertex-distinguishing Ⅰ-(Ⅵ-)totalcoloring;
vertex-distinguishingⅠ-(Ⅵ-)totalchromaticnumber

011 大 连 理 工 大 学 学 报 第60卷 


