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摘要:研究了具有预警状态的两相同部件并联冗余可修复系统的可靠度.可修复系统的可

靠度是指系统在规定条件下和时间内完成规定功能的概率.利用泛函分析理论及c0 半群理

论将原系统的偏微分、积分方程组转化成Banach空间中抽象的Cauchy问题,得到系统的瞬

态可靠度和稳态可用度;并证明了该系统具有可靠性和零状态可控性.最后利用 Maple软件

模拟出系统瞬态可靠度和稳态可用度相应的图形.结果表明:数值模拟和数值计算所得的结

论和上述理论证明的结果是一致的,从而可以为两相同部件并联等一类可修复系统的最优控

制研究提供参考依据.
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0 引 言

具有预警功能的两相同部件并联冗余系统是

一种可修复系统.可修复系统是可靠性数学研究

的主要对象之一[1].可修复系统的可靠度问题为

数学、运筹学等学科提供了许多新的发展领域,同

时以系统的可靠度[2-3]为研究背景也诞生了许多

新的数学理论和方法.周莉等[4-5]应用半离散算法

将可修复系统转化为半离散化系统,分别对其系

统的数值解进行了研究.文献[6]将算子半群理论

应用到可修复系统中,证明了一类两相同部件并

联可修系统的算子生成一个c0 半群.文献[7]中

将一类两相同部件并联可修系统的方程转化为

Volterra积分方程,得到系统的强解.如今,为了

提高可修复系统的可靠度常常在系统中引入冗余

部件储备系统或预警系统,如文献[8-14]对冗余

部件储备系统中发生的常规故障进行了可靠性分

析,文献[15-17]对具有预警功能的可修复系统进

行了研究.那么是否能将两者结合即将预警系统

和冗余部件储备系统同时应用到可修复系统中

呢? 在文献[18]中,陆世炎等通过选取适当的状

态空间、定义范数和系统算子得到了具有mild解

的模型系统.本文在文献[18]的基础上假设故障

率和修复率函数为常数,通过泛函分析等理论,将
该模型系统转化为Banach空间中抽象的Cauchy
问题,利用微分方程及代数理论证明该系统的可

靠性和零状态的可控性,从而达到对系统可靠度

的研究.

1 模型介绍

两相同部件并联冗余可修复系统的状态转移

图见图1.
由文献[18]知
状态0:两个部件正常工作;

状态1:一个部件因硬件原因故障,另一部件

正常工作;

状态c:预警状态,系统由于常规原因故障,

但仍能工作;

状态2:系统因硬件原因故障;

状态3:系统因常规原因故障.



图1 两相同部件并联冗余可修复系统模型

Fig.1 Parallelredundantrepairablesystemmodelwith

thetwoidenticalunits

该系统模型可有积分-微分方程组,表示如

下:

dp0(t)
dt =-(λ1+λc0

)p0(t)+μ1p1(t)+

∑
3

j=2∫
∞

0
pj(x,t)μj(x)dx (1)

dp1(t)
dt =λ1p0(t)-(λ2+λc1+μ1)p1(t) (2)

dpc(t)
dt =λc0p0(t)-λcpc(t) (3)

∂pj(x,t)
∂x +∂pj(x,t)

∂t =-μj(x)pj(x,t);j=2,3

(4)

p2(0,t)=λ2p1(t) (5)

p3(0,t)=λcpc(t)+λc1p1(t) (6)

p0(0)=1 (7)

p1(0)=pc(0)=p2(x,0)=p3(x,0)=0 (8)

式中:pj(t)为t时刻系统处于状态j 的概率,j=

0,1,c;pj(x,t)为t时刻系统处于状态j且修复时

间为x 的概率,j=2,3;μj(x)为系统处于状态

j(j=2,3)且已修复的时间依赖修复率;λ1 为状态

0到1的常规故障率;λ2 为状态1到2的常规故

障率;λc0
为状态0到c的常规故障率;λc1

为状态1
到3的常规故障率;λc 为状态c到3的常规故障

率;μ1 为状态1到0的定常修复率.

2 系统的可靠性

可修复系统模型的重要内容之一就是系统的

可靠性.在上述系统(1)~(8)中,p0(t)表示两个

部件在t=0时刻都完好且能正常工作的概率,

p0(t)越大说明系统越接近正常工作.因而p0(t)

是影响系统可靠性的重要因素之一.
定义1 p0(t)称作系统(1)~(8)的瞬态可

靠度.
定义2 如果lim

t→∞
p0(t)=p*

0 存在,则称p*
0

为系统(1)~(8)的稳态可用度.
定义3 如果p0(t)≥p*

0 ,则称系统(1)~
(8)具有可靠性.

定理1 当故障率和修复率均为常数时系统

(1)~(8)具有可靠性.
证明 设

λ1=λ2=λc0=λc1=λ (9)

μ1=μ2(x)=μ3(x)=μ (10)

同时令

∫
∞

0
pj(x,t)dx=pj(t);j=2,3 (11)

则由系统(1)~(8)的实际物理背景有∑
3

j=0
pj(t)=

1,且系统可转化为一个常微分方程组:

dp0(t)
dt =-(2λ+μ)p0(t)+μ (12)

dp1(t)
dt =λp0(t)-(2λ+μ)p1(t) (13)

dpc(t)
dt =λp0(t)-λpc(t) (14)

dp2(t)
dt =λp1(t)-μp2(t) (15)

dp3(t)
dt =λpc(t)+λp1(t)-μp3(t) (16)

此时,如果令

P(t)=(p0(t) p1(t) pc(t))T,

μ=(μ 0 0)T,

A=
-(2λ+μ) 0  0

λ -(2λ+μ)  0

λ 0 -λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

则系统(1)~(8)的前3个方程可以转化为抽象

Cauchy问题:

dP(t)
dt =AP(t)+μ

P(0)=(1 0 0)T
(17)

下面利用微分方程理论求系统(17)的解.
步骤1 求矩阵A 的所有特征值,根据文献

[19],令
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det(rE-A)=
r+(2λ+μ) 0 0

-λ r+(2λ+μ)0
-λ 0 r+λ

=0

(18)

即(r+2λ+μ)2(r+λ)=0,则矩阵A 的特征值为

r1=r2=-2λ-μ,r3=-λ.
步骤2 求eAt,由文献[9]有

eAt=q1(t)Q0+q2(t)Q1+q3(t)Q2 (19)

其中

Q0=E,Q1=-(r1E-A),Q2=(A-r2E)Q1
(20)

且

q1(t)=er1t

q2(t)=∫
t

0
er2(t-s)q1(s)ds

q3(t)=∫
t

0
er3(t-s)q2(s)ds

(21)

将式(20)、(21)代入式(19)中整理得

eAt=

e-(2λ+μ)t 0 0

0 e-(2λ+μ)t 0

0 0 e-λt

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(22)

步骤3 求A-1.由线性代数知识,易求A的

逆矩阵A-1,即

A-1=

- 1
2λ+μ

0  0

- λ
(2λ+μ)2

- 1
2λ+μ

 0

- 1
2λ+μ

0 -1λ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(23)

步骤4 求系统(17)的解,由文献[9],有

P(t)=eAtP(0)+∫
t

0
eA(t-s)μds=

eAtP(0)-A-1(E-eAt)μ (24)

将式(22)、(23)代入式(24)并整理得

P(t)=

μ
2λ+μ

+ 2λ
2λ+μ

e-(2λ+μ)t

λμ
(2λ+μ)2

- λμ
2λ+μ

e-(2λ+μ)t

μ
2λ+μ

- μ
2λ+μ

e-(2λ+μ)t

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(25)

于是系统(1)~(8)的瞬态可靠度为

p0(t)= μ
2λ+μ

+ 2λ
2λ+μ

e-(2λ+μ)t (26)

进而由定义2,系统(1)~(8)的稳态可用度

为

p*
0 =lim

t→∞
p0(t)= μ

2λ+μ
(27)

综上述讨论,显然p0(t)≥p*
0 .

因此由定义3得系统(1)~(8)具有可靠性.

3 系统零状态的可控性

利用泛函分析中的方法通过寻找一个控制元

来讨论p0(t)的可控性,使在某个有限时刻能够

转移到指定的状态,其中

  U={μ(x)μ(x)=(μ2(x),μ3(x))∈
L∞[0,∞)×L∞[0,∞),

0≤μj(x)<∞}

M= sup
x∈[0,∞)

μj(x)<∞

∫
∞

0
μj(x)dx=∞,j=2,3

称U 为容许控制集.
定理2 设故障率λ1=λ2=λc0=λc1=λ,修

复率μ1=μ2(x)=μ3(x)=μ,设η为系统在有限

时刻T(T>0)期望达到的状态概率,且满足

e-2λT<η<1,则存在μ*∈U 使得p0(T)=η.
证明 由式(26)有

p0(T)= μ
2λ+μ

+ 2λ
2λ+μ

e-(2λ+μ)T (28)

将p0(T)视为变量μ的函数,得

  dp0
(T)
dμ

= 2λ
(2λ+μ)2

- 2λ
(2λ+μ)2

×

e-(2λ+μ)T[1+(2λ+μ)T](29)
因为

ex>x+1,x>0
所以

e(2λ+μ)T>1+(2λ+μ)T
因此有

  dp0
(T)
dμ

≥ 2λ
(2λ+μ)2

- 2λ
(2λ+μ)2

×

e-(2λ+μ)Te(2λ+μ)T=0
此式表明p0(T)是关于变量μ的单调递减函

数,注意到lim
μ→0

p0(T)=e-2λT,lim
μ→∞

p0(T)=1,因此

对于任意η:e-2λT<η<1,由介值性定理知,存在

μ*∈U,使得

p0(T)=η (30)

以上证明了系统的零状态p0(t)是可控的.
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4 数值模拟

4.1 系统的可靠性

假设λ=0.25,μ=0.75,利用 Maple数学软

件得到瞬态可靠度和稳态可用度图形如图2、3所

示.

图2 系统瞬态可靠度

Fig.2 Transientreliabilityofsystem

图3 系统稳态可用度

Fig.3 Steady-stateavailabilityofsystem

将p0(t)和p*
0 的图形放在一起可比较系统

瞬态可靠度p0(t)和系统稳态可用度p*
0 .

4.2 系统的可控性

下面用数值模拟的方法验证,由式(28),如果

将p0(T)视为变量μ的函数p0(T,μ),并且取λ
=0.25,T=40,则利用 Maple数学软件可以得

p0(T,μ)的图形,如图4所示,可知

(1)p0(T,μ)是关于变量μ的单调递增函数;

(2)lim
μ→∞

p0(T,μ)=1,lim
μ→0

p0(T,μ)=0;

(3)对于任意存在的η 使得0<η<1存在

μ>0,p0(T,μ)=μ
利用 Maple数学软件编写程序,建立η与μ

的对应关系,其结果如表1所示.

图4 p0(T,μ)的模拟图

Fig.4 Simulationdiagramofp0(T,μ)

表1 η与μ 的对应关系

Tab.1 Correspondingrelationofηandμ

η μ

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0.0556

0.1250

0.2143

0.3333

0.5000

0.7500

1.1667

2.0000

4.5000

上述数值模拟结果表明:在函数 p0(t)=

μ
2λ+μ

+ 2λ
2λ+μ

e-(2λ+μ)t中取某一时刻t=T 时,即

p0(T)= μ
2λ+μ

+ 2λ
2λ+μ

e-(2λ+μ)T 中,当λ=0.25,

T=40时,将p0(T)视为变量μ的函数,可以使得

p0(t)在某个有限时刻T(T>0)转移到所期望的

状态p0(T)=η,因此状态p0(t)是可控的.

5 结 语

本文利用数值计算和数值模拟的方法对系统

的可靠性和可控性进行了数值实验.模拟结果表

明,假设故障率为λ,修复率为μ,使得系统瞬态可

靠度满足p0(t)>p*
0 ,系统(1)~(8)具有可靠性.

该结论与定理1的证明是一致的.虽然当μ→0时

p0(T,μ)→0,而实际上当λ=0.25,T=40时

lim
μ→0

p0(T,μ)=e-20≠0.这说明其绝对误差值趋
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近于零,不影响整个问题的讨论.因此,利用同样

的方法证明p1(t)~p3(t)均是可控的.最后可以

得出系统(1)~(8)是可控的.
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Studyofreliabilityofparallelredundantrepairablesystem
withtwoidenticalcomponentsunderearlywarningstate

ZHOU Li*1, WEI Liansuo2, LU Xuejuan1

(1.CollegeofScience,QiqiharUniversity,Qiqihar161006,China;

2.CollegeofComputerandControlEngineering,QiqiharUniversity,Qiqihar161006,China)

Abstract:Thereliabilityofparallelredundantrepairablesystemwithtwoidenticalcomponentsunder
earlywarningstateisstudied.Thereliabilityoftherepairablesystemreferstotheprobabilitythatthe

systemcompletesthespecifiedfunctionunderthespecifiedconditionsandtime.Thefunctional

analysistheoryandc0semi-grouptheoryareusedtotransformthepartialdifferentialandintegral
equationsoftheoriginalsystemintoabstractCauchyproblemsinBanachspace,thenthetransient

reliabilityandsteady-stateavailabilityofthesystemareobtained.Anditisprovedthatthesystemhas

reliabilityandzerostatecontrollability.Finally,thecorrespondingdiagramsofthetransientreliability
andsteady-stateavailabilityofthesystemaresimulatedbyMaplesoftware.Theresultsshowthatthe

conclusionsobtainedbynumericalsimulationandnumericalcalculationareconsistentwiththeresults

provedbytheabovetheory.Itcanprovidereferenceforthestudyoftheoptimalcontrolofakindof

repairablesystemsuchasparallelconnectionoftwoidenticalparts.

Keywords:warningstate;repairablesystem;reliability;numericalcalculation
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