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摘要:图的完美对集计数理论是图论研究的重要内容之一,此问题的研究具有很强的计算

机科学、物理学和化学的应用背景,是一个有生机和活力的研究领域,也是快速发展的组合数

学理论中许多重要思想的源泉.构造了一类3-正则新图2-3-nC6,用嵌套递推的方法,得到了

图2-3-nC6 的完美对集数的一个递推关系,再解出这个递推式的通解,从而得到了这个图的

完美对集数计算公式.最后又给出这个图完美对集数计算公式的一个组合证明.
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0 引 言

图的完美对集计数理论的研究成果已经在计

算机科学、物理学和化学等多个领域有广泛的应

用.例如,DNA计算自组装模型的算法理论,计算

机积和式二分图的完美对集表示,化学中共轭分

子图Kekulé结构的完美对集表示,此外完美对集

数还是估计共振能量和π-电子能量的重要指标.

因此,研究图的完美对集计数理论有重要的理论

价值和现实意义[1-3].但是,此问题已经被证实是

NP-难问题.分类嵌套递推的方法是求解许多类

图完美对集数非常有效的方法[4-8].本文构造一类

新的3-正则图2-3-nC6,用分类嵌套递推的方法求

出图2-3-nC6 中不同完美对集的计数公式.

1 基本概念

定义1 若图G 有一个1-正则生成子图P,

则称这个生成子图P 为图G 的完美对集.

定义2 设图G 是一个有完美对集的图,若

图G 的两个完美对集P1 和P2 中有一条边不同,

则称P1 和P2 是G 的两个不同完美对集.

定义3 设长度为6的圈 Ci
6 顶点集合为

V(Ci
6)={ui1,ui2,ui3,vi1,vi2,vi3}(i=1,2,…,n),

分别连接圈Ci
6 与Ci+1

6 的顶点vij与ui+1,j(i=1,

2,…,n-1;j=1,2,3),把顶点s分别与u11、u12、

u13各连接一条边,再把顶点t分别与vn1、vn2、vn3

各连接一条边,产生的图记为2-3-nC6,见图1.

图1 图2-3-nC6

Fig.1 Figureof2-3-nC6

2 主要结果

定理 1 设 图 2-3-nC6 的 完 美 对 集 数 为

ρ(n),则ρ(n)=3n+1.

证明 显 然 {su12,u11v13,v11u13,v12u22,

u21v23,v21u23,…,vn-1,2un2,un1vn3,vn1un3,vn2t}是



图2-3-nC6 的一个完美对集.因此,可设图2-3-

nC6 的完美对集数为ρ(n).欲求ρ(n)的解析式,

分别定义3个图G1、G2 和G3,并求出它们的完美

对集数的递推式.把路w1u2w3 的端点w1、w3 分

别与图2-3-nC6 顶点u11、u13各连接一条边,再把

路w2u1w3 的端点w2、w3 分别与图2-3-nC6 顶点

u12、u13各连接一条边,最后删除图2-3-nC6 的顶

点s,这样产生的图记为G1,如图2所示.类似地

定义图G2、G3,见图3、4.

图2 图G1

Fig.2 FigureofG1

图3 图G2

Fig.3 FigureofG2

图4 图G3

Fig.4 FigureofG3

显 然 {u1w2,u2w1,w3u13,u11v12,u12v11,

v13u23,…,un1vn2,un2vn1,vn2t}是图G1 的完美对

集.容易判断图G2、G3 有完美对集.显然G1≅G3.

α(n)、β(n)分别表示图G1、G2 完美对集的数目.

则图G3 的完美对集数为α(n).

下面证明α(n)=β(n).设图G1 完美对集的

集合为P,图G1 含边u1w2、u1w3 的完美对集集

合分别记为P1、P2,则P1∩P2=∅,P=P1∪P2,

故α(n)= P = P1 + P2 .

P1 划 分 为 两 类.P1 中 含 边 u1w2、u2w1、

w3u13的完美对集集合记为P1
1;P1 中含边u1w2、

u2w3、w1u11的完美对集集合记为P2
1.

由α(n)的定义,以及G3 的完美对集数也为

α(n),故 P1
1 = P2

1 =α(n-1),故 P1 =

2α(n-1).

因为u1w3∈P2,所以u2w1,w2u12∈P2,由

β(n)的定义可知,P2 =β(n-1).

因此,

α(n)=2α(n-1)+β(n-1) (1)

设图G2 完美对集的集合为 M,图G2 含边

u1w2、u1w3 的完美对集集合分别记为 M1、M2,则

M1∩M2=∅,M=M1∪M2,故β(n)= M =

M1 + M2 .

因为u1w2∈M1,所以u2w1,w3u13∈M1,由

α(n)的定义可知,M1 =α(n-1).

M2 划 分 为 两 类.M2 中 含 边 u1w3、u2w1、

w2u12的完美对集集合记为 M1
2;M2 中含边u1w3、

u2w2、w1u11的完美对集集合记为M2
2.

由β(n)的定义可知,M1
2 =β(n-1),由

α(n)的定义,以及G3 的完美对集数也为α(n),故

M2
2 =α(n-1).

因此,

β(n)=2α(n-1)+β(n-1) (2)

由式(1)和(2)可知,

α(n)=β(n)=3α(n-1) (3)

现在来求ρ(n)的递推式.设图2-3-nC6 完美

对集的集合为 N,图2-3-nC6 含边su11、su12、su13
的完美对集集合分别记为 N1、N2、N3,则 Ni∩

Nj=∅(1≤i<j≤3),N=∪
3

i=1
Ni,故ρ(n)=

N =∑
3

i=1
Ni .

因 为 su11 ∈ N1,所 以 su12,su13,u11v12,

u11v13∉N1,因为G1≅G3,由α(n)的定义可知,

N1 =α(n-1).

因 为 su12 ∈ N2,所 以 su11,su13,u12v11,

u12v13∉N2,由β(n)的定义可知,N2 =β(n-
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1)=α(n-1).

因 为 su13 ∈N3,所 以 su11,su12,u13v11,

u13v12∉N3,由α(n)的定义可知,N3 =α(n-

1).

综上所述,

ρ(n)=3α(n-1) (4)

由式(3)和(4),得ρ(n)=3n-1α(1).

由图5知,α(1)=9,故ρ(n)=3n+1.证毕.

图5 图G4

Fig.5 FigureofG4

下面再给出图2-3-nC6 的完美对集数为3n+1

的一个组合证明.

事实上,饱和图2-3-nC6 顶点s的完美对集的

边有3种选择,分别是边su11、su12、su13,当边su1i
(i=1,2,3)被选定,每个完美对集都要从4条边

u1jv1k中选取2条边(j,k∈{1,2,3},j≠i,k≠i),

也就是在圈u11v12u13v11u12v13u11上除边u1iv1j、

u1iv1k(i,j,k互不相等)的4条边中选取不相邻的

2条边,有3种选择;当u1jv1k中的2条边选定之

后,边v11u21、v12u22、v13u23中有唯一确定的边在完

美对集中;如此下去,每个圈ut1vt2ut3vt1ut2vt3ut1

(t=1,2,…,n)中选取2条不相邻的边在完美对

集中,都有3种选择,按乘法原理,共有3n+1种选

择边的方法,因此图2-3-nC6 的完美对集数为

3n+1.

例1 ρ(1)=9,图2-3-1×C6 的9个不同完

美对集见图6.

图6 图G5

Fig.6 FigureofG5

3 结 语

图的完美对集计数问题研究具有重要的理论

价值和现实意义.但是,一般图的完美对集计数问

题却是NP-难问题.本文方法研究了计算一般的

有完美对集图的所有完美对集数的可能性.很多

存在完美对集图都能利用本文方法求出它的完美

对集数的递推式,由于高阶递推式的特征方程是

一个高次代数方程,而一般的5次及以上代数方

程没有根式解,一般的图很难求出它的完美对集

数递推式的通解.但是,从应用角度来看,递推式

更容易算出一个图的完美对集数.因此,本文方法

为图的完美对集应用提供了有力支持.
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Enumerationofperfectmatchingsofatypeof3-regulargraphs
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Abstract:Theperfectmatchingcountingtheoryofgraphsisoneoftheimportantcontentsofgraph
theoryresearch.Theresearchofthisproblem hasastrongapplicationbackgroundincomputer

science,physicsandchemistry.Itisafieldofactivityandvitality,anditisalsothesourceofmany
importantideasinfastdevelopingcombinatorialmathematics.Anewtypeof3-regulargraph2-3-nC6
isconstructed.Usingthenestedrecursivemethod,arecursiverelationshipforthenumberofperfect

matchingsofgraph2-3-nC6isobtained.Bysolvingthegeneralsolutionoftherecursiveformula,the

formulaforcalculatingthenumberofperfectmatchingsinthisgraphisgiven.Finally,acombined

proofoftheformulaforcalculatingthenumberofperfectmatchingsinthisgraphisprovided.

Keywords:perfectmatching;classification;recursiveformula
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