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摘要:复合材料的非线性力学性质对其优化利用具有重要意义.基于数据聚类的思想,提出

了聚类有限元分析(FCA)方法快速预测复合材料的非线性力学性质.在简要介绍FCA基本

原理和方法的基础上,重点研究了FCA方法中联系施加在块上的均匀本征应变与块平均应

力之间的相互作用矩阵,讨论了其自平衡性、完备性和奇异性.对于没有引入平均化误差的极

限情况(采用常应变单元,每块一个单元),相互作用矩阵奇异完备,给出的块应力在有限元节

点上满足平衡条件.对于一般情况,由于块内应变平均化引入的误差,相互作用矩阵非奇异且

给出的块平均应力是在块最小势能意义下的平衡力系,通过补充块应变的协调条件,采用降

阶模型和块最小余能原理仍可以高效近似预测复合材料的非线性有效性质.由于采用了块内

应力应变的平均化,所得结果可为基于聚类分析的其他降阶模型方法面临类似的问题研究提

供参考.
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0 引 言

复合材料是一类由多种组分材料形成的材

料.复合材料的性能可以优异于组分材料,这是因

为组分材料之间存在相互作用,包括基体和夹杂、
夹杂和夹杂的相互作用.鉴于复合材料的这一特

点,通过充分考虑微观尺度组分材料的性质、形貌

及其分布,设计需要的新材料或优化复合材料的

宏观性能成为重要研究方向.为此,首先需要的就

是高效、准确地预测具有不同微结构组分形貌复

合材料的有效性质.采用实验获得复合材料有效

性质是一个基本的方法,但是这种现象学方法需

要大量耗时和高额成本的实验,因此解析和数值

的方法一直受到重视.为了采用解析或数值的方

法求得复合材料的等效性质,考虑组分之间的相

互作用是非常重要的[1].但是,在大型计算机及有

限元方法没有广泛应用的年代,定量得到这些相

互作用是不可能的.复合材料各组分的相互作用

非常重要但又难于求得这一困境,主导着细观力

学近50年的研究工作.
研究这样的相互作用的最经典问题是特征应

变问题,又称夹杂问题,其研究对象是无限大的各

向同性材料(基体材料)中包含一个材料性质不同

于基体的夹杂,求解在无穷远处均匀应力作用下,
夹杂及基体内的应力-应变和位移.求解夹杂问题

的基本思想是将夹杂对基体材料性质的影响处理

为作用在基体材料内的虚拟体力(或称之为极化

应力),采用弹性力学中的格林函数和夹杂界面的

变形协调条件,建立极化应力需要满足的方程.
Eshelby[2]研究了无限大各向同性基体材料中受

到均匀特征应变的椭圆形夹杂,发现夹杂内的应

变和应力场是均匀的,单位均匀特征应变在椭圆

夹杂内产生的应变场被称为Eshelby张量.对于

各向同性、各向异性基体中其他简单形状的夹杂,
也可以求得其Eshelby张量.对于夹杂性质和基

体材料性质不同的问题,Eshelby给出了等效夹

杂法.Eshelby的这些开创性工作,包括其基本思

想和基本解,成为细观力学的基础,并且出现了一



批以单一夹杂理论为基础的、封闭形式的均匀化

方法,包括自洽方法[3-4]、Mori-Tanaka[5]方法和广

义自洽方法[6]等,这些解析方法取得了很大的成

功.
上面这些方法虽然可以在线弹性范围内对复

合材料宏观等效性质提供很好的估计,但是这些

方法只考虑了有限的微结构信息,例如组分材料

体分比信息,无法定量考虑更高阶的微结构信息

(包括形状、相对尺寸和位置)[7].
随着有限元方法的发展,采用有限元方法求

解等效性质[8-9]进入细观力学的研究舞台.宏观的

复合材料可以看作尺度远小于宏观材料尺度的代

表体元或称单胞周期地在空间排列而形成,材料

的等效性质可以通过求解单胞问题得到,所谓单

胞问题指的是对代表体元单胞,定义相应的力学

控制方程和适当边界条件[10-12].使用有限元方法

求解单胞问题,依据渐近均匀化或代表体元理论

得到复合材料的有效性质.这样的数值方法可以

充分利用微结构的信息,避免传统方法的弱点,给
出高精度的有效性质.但是,对于微结构很复杂的

单胞,如果考虑微结构的随机性需要选择包含大

量夹杂的单胞,单胞的有限元模型会很大,同时还

需要选择很多单胞的样本[13-15].如果关注的是复

合材料非线性性质,要考虑很多不同的工况,对每

一个单胞、每一个工况都需要进行大规模有限元

单胞模型的非线性计算.综合考虑这些需求,使得

将复合材料性质有效预测的方法应用于材料微结

构设计的计算量非常大.所以研究具有复杂微结

构非均匀材料单胞问题的高效求解方法受到高度

的关注,出现很多不同的方法.这些方法基本上是

沿着细观力学中的基本思想,将由于夹杂引起的

周期非均匀材料性质的变化,处理作周期均匀各

向同性弹性基体材料的周期性变化的虚拟体力,
而这一虚拟体力(极化应力)在参考材料中引起的

位移应力可以由格林函数求得.无限大均匀各向

同性介质中受到单个极化应力的格林函数在弹性

力学中很早就得到了解析解,但是,无限大介质中

周期分布的极化应力的格林函数(其离散形式则

为本文讨论的相互作用矩阵)不仅没有封闭的解

析解,直 接 的 数 值 计 算 也 非 常 困 难.Moulinec
等[16]基于各向同性参考材料,利用格林函数,建
立了 极 化 应 力 满 足 的 协 调 条 件———周 期 性

Lippmann-Schwinger(L-S)方程[17].将该方程逐

点离散化,根据格林函数的特点和周期性假设应

用快速傅里叶变换(FFT)技术,数值上可以求解

周期分布极化应力的格林函数,并可进一步求得

复合材料的等效性质.在FFT基本格式的基础

上,后续很多学者进行了深入的研究[18-22],成为细

观力学领域近20年研究的热点.与求解离散的

L-S方程平行的另一类方法是基于极化应力格式

的 Hashin-Shtrikman(H-S)类型方法[7,23],这类

方法的出发点源于 H-S变分原理[24-25],在变分的

框架下提出了基于能量的方案求解等效性质.对
于H-S类型方法,文献[26]证明了参考材料的相

互作用算子不论是正定或负定,参考材料的选取

不影响变分原理驻值的求解.相比FFT基本格

式,H-S类方法的收敛性更好.但是,无论是 H-S
类型方法,还是基于L-S方程,都需要引入参考介

质、参考材料的格林函数以及使用傅里叶变换技

术,参考介质通常取成均匀各向同性,因为其格林

函数在频域内可以获得解析表达式.
直接FFT方法比直接数值求解(DNS)有限

元方法虽然提高了效率,但是如果要求解材料的

非线性等效性质,需要的工作量依旧很大.因此变

换场 分 析 (TFA)[27]、非 均 匀 变 换 场 分 析

(NTFA)[28-29]、正交分解法(POD)[30-31]、广义正交

分解法(PGD)[32-33]等降阶或减缩算法引起人们

的关注,这些算法通过实验或人为经验选取位移

场模态或者假设局部场是分段均匀的,降低内部

变量的个数以减少计算工作量.
近年来,结合数据聚类算法和高效分析非均

质材料单胞问题的方法,建立了一类高效精确的

预测非线性等效性质的、数据驱动的模型降阶方

法,包 括 基 于 离 散 L-S 方 程 自 洽 聚 类 分 析

(SCA)[34],基于 H-S变分原理的 H-S类型有限

元法(HS-FE)[35],以及Cheng等提出的基于有限

元的聚类分析(FCA)方法[36].
Liu等提出的SCA[34]降阶方法,其创新点是

分块假设思想,假定单胞内在弹性状态下处于相

同应变状态的单元,在将来复杂加载的情况下也

会有相似的响应,所以可以把材料相同而且应变

水平相同的单元划分为一区块,同一块的单元可

以在几何上不相邻.在线下阶段,通过聚类算法根

据各个单元的材料性质和应变水平划分成不同的

区块.在分块的基础上,基于均匀各向同性的参考
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材料及相应的格林函数的离散形式(相互作用矩

阵),建立各块平均应变增量满足的离散L-S方

程.在线上阶段,建立了使用常量均匀参考材料的

相互作用矩阵或是更新参考材料相互作用矩阵的

自洽分析算法,通过求解增量的离散L-S方程,得
到单胞的非线性等效性质.在SCA方法的基础

上,Liu等发展了可以预测材料弹塑性软化行为、
非均质材料的多晶体塑性行为,以及非均质材料

的损伤算法[37-38].Tang等[39]提出了虚拟聚类分

析的均匀化算法,改进SCA方法并阐明其关键思

想,对于一维问题发现了该方法的误差以及预测

结果与参考介质性质相关的原因.Li等[40]总结了

3种基于数据驱动的降阶模型,并且在SCA的框

架下采用深度神经网络中的卷积神经元网络代替

传统的本构关系,并用于结构拓扑优化.
基于单胞分块的思想,Wulfinghoff等提出了

HS-FE[35]方法.该方法引入线弹性参考材料,结
合H-S三场变分原理建立单胞上的控制方程,在
分块的基础上,建立分块离散的 H-S变分方程,
通过预计算,建立各块极化应力场和不协调摄动

应变之间的相互作用关系,最后通过建立的 HS-
FE迭代算法求解出单胞的等效应力-应变.

上述的SCA及HS-FE两类降阶方法都需要

引入线弹性的参考材料建立控制方程,都存在选

取参考材料的问题,当求解某些问题如既含硬夹

杂又含孔洞的材料时,参考材料刚度的选取对收

敛性很敏感.由于参考材料是均匀各向同性的,当
预测非均质材料的弹性性质时,也需要迭代求解.

不拘泥于细观力学中引入参考材料的思想,
直接在统一的有限元体系下,建立预测非均质材

料非线性等效性质的FCA[36,41]方法.该方法的代

表体元模型是线弹性的真实材料,满足周期性边

界条件,采用本征应变而不是远场应变加载.与材

料的性质无关,该模型满足 Hill-Mandel条件,以
及具有本征应变加载下单胞和各分块平均应变满

足的协调条件.该方法分为线下及线上两个阶段,
在线下阶段,对代表体元分块并建立联系各块受

到的均匀本征应变和各块平均应力之间的相互作

用矩阵,以构造降阶模型.在线上阶段,利用降阶

模型进行高效的非线性性质预测.
FCA方法建立线上算法的关键是相互作用

矩阵.传统连续介质细观力学中的相互作用关系

算子是各种类型的格林函数,代表一点处某一方

向作用的应力和相应的另一点某一方向位移之间

的关系.在数据驱动降阶类方法中,SCA中相互

作用矩阵是基于参考材料的各块极化应力和应变

之间的关系,HS-FE中的相互作用矩阵是基于参

考材料的极化应力和不协调应变之间的关系,

FCA方法中的相互作用矩阵关系则是本征应变

和应力之间的关系.正如文献[26]中对极化应力

场中线性算子Γ正定性的讨论,以及文献[19]中
对格林函数性质的讨论,上述文章中对这些表示

相互作用关系的算子性质的研究是后续方法的理

论基础,关系到迭代算法和相关的收敛性.本文将

对FCA方法中相互作用矩阵性质进行讨论,由于

在文献[36]中已经讨论了FCA方法的相互作用

矩阵的基本性质,本文主要讨论相互作用矩阵的

自平衡性、完备性和奇异性.自平衡性指,利用相

互作用矩阵得到的块平均应力是自平衡的.完备

性指,利用相互作用矩阵可以得到所有的满足自

平衡的力系.相互作用矩阵奇异性的研究和自平

衡性、完备性密切相关,并且影响在线阶段的非线

性算法.

1 FCA方法简介

FCA方法不同于其他方法的主要特点是在

真实非均匀材料单胞上构造了满足周期性边界条

件、用本征应变加载的单胞模型,这一模型满足

Hill-Mandel条件、单胞中块平均应变满足协调条

件,这些条件构成FCA预测非线性等效性质的理

论基础.FCA方法的主要步骤包括如何分块和构

建相互作用矩阵,以及基于相互作用矩阵构建的

线上阶段预测非均质材料等效性质的增量算法.
1.1 FCA方法的单胞模型、协调条件和 Hill-

Mandel定理

考虑一个二维非均匀材料的单胞,在域Ω 内

没有体力,Ω={(x1,x2)|0≤x1≤1,0≤x2≤1},
边界Γ上满足力和位移周期边界条件,假设夹杂

和基体的界面完全契合,对其建立控制方程式

(1),其中包含单胞的平衡方程(1a)、几何方程

(1b)、应力-应变弹性本构关系(1c)、周期性位移

边界条件(1e)、固定刚体位移(1f)、周期性力的边

界条件(1g).其中εkl为总应变,ε'kl为机械应变,本

征应变ε*kl 是加在单胞上的外载,机械应变为总应

变和本征应变之差(式(1d)).本征应变是细观力
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学中的一个概念,指的是非弹性应变,如热膨胀、
相变、初应变以及塑性应变.在本文中,本征应变

可以看作一个各向异性热应变,相当于“外荷载”
的作用.
 σij,j=0 (1a)

εij=12
(ui,j+uj,i) (1b)

σij=Cijklε'kl (1c)

ε'kl=εkl-ε*kl (1d)

ui x1=0=ui x1=1
,ui x2=0=ui x2=1

(1e)

ui (x1=0.5,x2=0.5)=0,u2 (x1=0.5,x2=1)=0 (1f)

ti x1=0=-ti x1=1
,ti x2=0=-ti x2=1

;i=1,2

(1g)

FCA方法在线下阶段建立的降阶模型以对

单胞的弹性分析为基础,所以上述控制方程中本

构关系用弹性关系表示.当进行线上阶段的非线

性分析时,式(1c)将代之采用以下非线性本构关

系,其中γ、w 代表材料强化参数:

σij=f(ε'kl,γ,w) (2)
在本方法的不同计算阶段,作为外载的本征

应变不同.
为了计算等效性质,FCA方法对单胞施加均

匀的单位本征应变.可以证明,和材料性质无关,
此时单胞的平均本征应变和平均机械应变满足协

调条件.事实上,机械应变在单胞域上的平均值ε􀮨'kl
可以化为

ε􀮨'kl=1Ω∫Ω
ε'kldΩ=1Ω∫Ω

(εkl-ε*kl)dΩ=

1
Ω∫Γ

1
2
(uknl+ulnk)dΓ-ε􀮨*kl=-ε􀮨*kl (3)

其中,上波浪线~代表单胞的体平均,下文块上的

平均应力和平均应变简称为块应力和块应变,Ω
表示单胞的面积.式(3)的推导利用了周期性位移

边界条件(1e),由式(3)可以得到

ε􀮨'kl+ε􀮨*kl=0 (4)
因此

ε􀮨kl=1Ω∫Ω
εkldΩ=0 (5)

方程(4)、(5)表示了当单胞受到均匀的本征

应变时满足如下协调条件:单胞内总应变的平均

值为零,平均机械应变与平均本征应变之和等于

零.这一协调条件还可以推广为分块形式,当把单

胞分成了nc 块(分块方法见后文),在单胞各分块

内加上分块均匀分布本征应变时,单胞上的平均

机械应变和各块本征应变在单胞上的平均值之和

为零,即

ε􀮨'kl=-1Ω∑
nc

I=1
ε*IklΩI (6)

其中上标I=1,2,…,nc 代表区块的编号,ΩI 为

第I 块的面积,在不发生混淆时也用来表示属于

该块的单元集合;ε*Ikl 表示第I 块内均匀分布的本

征应变.分块均匀分布本征应变指,本征应变在每

一块内均匀分布,在不同的块之间可以不同.式
(4)、(5)、(6)构成了单胞中各种应变满足的协调

关系.注意,在总应变、机械应变和本征应变中,只
有总应变εkl在每一点都满足式(1b)的位移-应变

关系,因此是协调的应变,本征应变和机械应变都

可以不协调.当单胞受本征应变加载后,在线弹性

以及非线性、弹塑性阶段这3种块应变都应该满

足这些条件,它们是本方法线上阶段建立迭代算

法以及更新相互作用矩阵的基础.
对单胞加上均匀本征应变,单胞的应力应变

的平均值满足Hill-Mandel定理.事实上,

 σijε'ij
􀮨
=1Ω∫Ω

σijε'ijdΩ=1Ω∫Ω
σij(εij-ε*ij)dΩ=

1
Ω∫Ω

σij(ui,j-ε*ij)dΩ=

1
Ω [∫Γ

σijnjuidΓ-∫Ω
σij,juidΩ+

∫Ω
σij(-ε*ij)dΩ] (7)

利用周期性边界条件和平衡方程,结合协调

条件(4),式(7)可以化简得到

σijε'ij
􀮨
=σ􀮨ijε􀮨'ij (8)

式(8)表示单胞问题(1)满足的 Hill-Mandel
条件:单胞内应力σij与机械应变ε'ij乘积的平均值

等于应力σij与机械应变ε'ij平均值的乘积.需要注

意的是,以上推导与材料性质无关,可以应用于单

胞的材料非线性分析.
1.2 建立降阶模型

在建立单胞有限元模型后,FCA方法在线下

阶段建立降阶模型,分两个步骤.
第一步是分块,结合聚类算法将单胞中的所

有单元根据它们的力学响应相似度划分为若干个

区块.在本方法中,通过对单胞全域,即全部单元

依次加上如下3个彼此正交的单位本征应变:
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ε*(11)=
1
0
0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=e(11),ε*(22)=

0
1
0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=e(22),

ε*(12)=
0
0
1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=e(12) (9)

进行单胞的弹性有限元分析,有限元方程为

KU=F (10)

K=A
Nele
i=1∫Ωe

B︶TC︶B︶dΩe=BTACB (11)

F=A
Nele
i=1∫Ωe

B︶TC︶ε*dΩe=BTACε* (12)

其中K是单胞的刚度矩阵,F和U分别是由本征应

变产生的、施加在单胞有限元节点的“外力”和引

起的节点位移向量. Α
Nele
i=1(*)是组集符号,代表将

相关量从第1到 Nele个单元组集到结构上.B︶、C︶

分别是单元应变-位移矩阵和材料弹性矩阵.式
(12)最右端项为相应的矩阵形式,可以用于后面

平面应变常应变三角形单元自平衡性的推导,B、

A、C分别为依结构自由度安排的增广单元应变-
位移矩阵、单元面积矩阵和弹性矩阵.在施加周期

性边界条件的情况下求解有限元控制方程(10),
从有限 元 结 果 中 提 取 应 变 集 中 张 量,并 应 用

K-means聚类算法将单胞分为nc 个区块,从而建

立起单胞的分块模型.
FCA方法线下阶段的第2步是采用各块上

的平均应变和应力作为基本未知数,建立反映单

胞材料团簇间微观尺度相互作用的分块相互作用

矩阵.由于分块数nc 远远小于单元数 Nele,未知

数大幅度地降低从而实现模型降阶.
相互作用矩阵D 由nc×nc 个子矩阵DIJ 组

成,I、J代表分块编号.其中,每个子矩阵DIJ表示

当分块单胞模型的第J 个区块受到分块内均匀

分布的mn(mn=11,22,12)工况下的单位本征应

变ε*(mn),J
Λ 时,第I个区块内所有的有限单元上产

生的应力的体平均σ(mn),I
J .获得矩阵D 的方法为

对于J=1,2,…,nc,执行下面的步骤:
步骤1 对J块依次施加mn=11,22,12工

况下的均匀分布的单位本征应变ε*(mn),J
Λ ,下标Λ

代表分块上单位的本征应变.即对该块中的所有

单元加上单位本征应变(9),而其他块本征应变为

零,即

ε*(mn)
e =e(mn);e∈ΩJ

ε*(mn)
e =0; e∉ΩJ

(13)

这里下标e表示第e个单元.
步骤2 在周期性边界条件下求解右端项对

应本征应变ε*(mn),J
Λ 的有限元方程(10),获得单

胞内所有单元的应力.
步骤3 对I=1,2,…,nc 块,依次计算第I

块内所有单元的应力σ(mn)
ij,e (e∈ΩI)的体平均,ij=

11,22,12,Ωe 是第e个单元的面积.

σI,(mn)
ij =1ΩI∑

e∈ΩI
σ(mn)

ij,eΩe (14)

其构成了维度为3×3的相互作用矩阵DIJ 的元

素,或采用张量的表述:

DIJ
ijkl=1ΩI∑

e∈ΩI
σ(mn)

ij,eε*(mn),J
Λ,kl Ωe (15)

从上述构造相互作用矩阵的过程来看,相互作用

矩阵提供了自平衡应力场,即对于给定的单位块

本征应变ε*
Λ ,由

Dε*
Λ =σ,ε*

Λ =

ε*,1
Λ

ε*,2
Λ

︙

ε*,ncΛ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(16)

计算求得的块应力σ是自平衡的.注意到任意的

块本征应变,可以写成各块的单位块本征应变之

线性组合,因此,对任意的块本征应变,由式(17)
计算得到的块应力是自平衡的.

Dε*=σ (17)
该式就是FCA方法线下阶段建立的降阶模型,该
式显式给出了作用在各块的块本征应变和块应力

的关系.其中D 是维度为3nc×3nc 的相互作用矩

阵,ε*和σ(3nc×1)列向量分别表示分块均匀的

本征应变和块应力:

ε*=

ε*,1

︙

ε*,J

︙

ε*,nc

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,σ=

σ1

︙

σJ

︙

σnc

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,ε*,J=
ε*(11),J

ε*(22),J

ε*(12),J

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

σJ=
σ(11),J

σ(22),J

σ(12),J

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
;J=1,2,…,nc (18)

为了以下叙述方便,定义总应变和机械应变的分

块表示形式分别如下:

544 第5期 聂英豪等:预测复合材料有效性质的聚类有限元分析及相互作用矩阵性质研究



ε=

ε1

︙

εJ

︙

εnc
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è

ç
ç
ç
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ç
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ø
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÷
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÷

,εJ=
ε(11),J

ε(22),J

ε(12),J

æ

è
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ø

÷
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,ε'=

ε'1

︙

ε'J

︙

ε'nc
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÷

,

ε'J=
ε'(11),J

ε'(22),J

ε'(12),J

æ

è

ç
ç
ç
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ø

÷
÷
÷
;J=1,2,…,nc (19)

至此,总结线下阶段构建降阶模型的步骤:建
立单胞模型,施加均匀分布在整个单胞上的本征

应变ε*,执行弹性有限元分析,计算出单胞的应变

集中因子,采用聚类算法将单胞分块;对各块施加

单位块本征应变ε*
Λ ,执行弹性有限元分析,构建相

互作用矩阵D,建立降阶模型(图1).该降阶模型

对任意给定的块本征应变,产生自平衡的块应力.
降阶模型把单胞有限元模型中大量的节点位

移未知数转换为很少的未知的块应力,大大提高

了计算效率,这样做必然降低计算的精度,文献

[36]中讨论了随着分块数目的增加,预测非线性

性质的结果逐渐接近全场精细的有限元结果.当
分块数与单元的个数相同时,即一块只包含一个

单元的极限情况,如果单元又是常应变单元,两种

方法即FCA和DNS的结果完全一致.

图1 FCA方法框架

Fig.1 TheframeworkoftheFCAmethod

1.3 线上计算非线性等效性质的迭代算法

在线上阶段FCA方法利用降阶模型进行非

线性等效性质的计算,已经发展如下两种算法.算
法一:根据在真实单胞(非均质)弹性阶段计算出

的相互作用矩阵,采用类似传统的弹塑性结构分

析中的“初刚度法”,根据各块的弹塑性性质,构建

逐步增加本征应变的增量迭代算法,迭代中要求

满足协调条件(4)、(5)、(6),以及 Hill-Mandel条

件(8)[36].算法二:采用由连续介质力学中的最小

余能原理建立的分块最小余能原理,构造迭代算

法,该原理可以表述为,在所有静态许可的块应力

场中,真实的块应力场(既满足平衡又满足协调)
使单胞的总余能最小.当单胞各块材料性质发生

变化时,分块最小余能原理可以用于更新相互作

用矩阵和预测非线性等效性质[41].使用分块最小

余能原理的前提是要有任意的自平衡块应力场,
而相互作用矩阵恰好可以提供这样的应力场.这
样,FCA方法整体的框架如图1所示.

构造相互作用矩阵时,依次对各块施加均匀

正交的单位本征应变,由单胞有限元方程求解得

到块应力,这些块应力必然满足平衡,它们的线性

组合仍然是平衡的块应力场.但是这一证明是构

造性的,由于本方法在分块时每一块的单元可以

分散在单胞的不同位置上,块应力相互平衡的概

念和传统的力平衡有显著的不同,需要进一步通

过典型例题阐明和提供更为理性的理解.除此之

外,是否通过施加分块均匀的块本征应变,可以得

到单胞的所有的自平衡块应力场,即相互作用矩

阵D 是否完备,需要进一步研究.

2 相互作用矩阵的自平衡性

FCA方法中降阶模型是基于真实材料的高

保真单胞模型,其待求变量是各块的平均应力,

FCA相互作用矩阵作为线性算子,连接各块的本

征应变和平均应力之间的关系.需要强调的是,作
为连接单胞中内部降阶变量的桥梁,这种相互作

用算子对建立降阶模型有很重要的作用.在细观

力学的研究中,连接点与点之间力和位移关系的

各种形式的格林函数,变分FFT类方法中的映射

算子G[42],SCA中的相互作用张量D,HS-FE中

的算子Γ0,这些描述内部变量之间关系的算子被

频繁使用,对这些算子性质的讨论因此很重要.本
节将在文献[36,41]中对相互作用矩阵的一些基

本性质讨论的基础上,讨论FCA相互作用矩阵的

自平衡性.
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正如文献[35]一文,本文先讨论最简单的情

况,即单胞模型的极限分块情况.在给出详细的证

明前,首先给出一个算例.
算例1 取一个二维平面应变单胞,将其划

分为14个常应变三角形单元,如图2所示,一个

单元分为一块,不同颜色的单元表示不同的块.考
虑两种材料分布:第一种是单胞内材料均匀分布,
各块弹性模量为100MPa,泊松比为0.3;第二种

是改变第一块的弹性模量为120MPa,而其他块

材料性质保持不变,这样它成为非均匀材料单胞.
采用1.2节的算法构建均匀材料和非均匀材料两

个单胞的相互作用矩阵D1 和D2.在这个简单例

题中,自平衡的验证可以按如下步骤进行:

图2 极限情况下常应变单元模型

Fig.2 Constantstrainelementmodelinthelimitcase

(1)根据式(17)施加任意的块本征应变,形式

如式(18),取nc=14,根据相互作用矩阵可以得

到块应力.
(2)由下式计算出与各块应力相对应的节点

力fi,并计算出它们在结构的第j节点的合力

Pj:

fi=∫Ωi
(B︶i)TσidΩi=(B︶i)TAiσi (20)

Pj=∑
i∈Nj

fi (21)

式中:B︶i 是i单元的应变-位移矩阵,Ai 代表i单

元的面积矩阵,fi 代表i单元的节点力矢量,i=
1~14代表单元标号;Pj 为环绕j 节点的单元提

供给j节点的节点力的合力,Nj 代表以j节点为

顶点的单元号集合.本文的计算验证了在所有的

块与块交界的节点上,即有限元节点上,包括边界

上的节点,都满足合力为零的条件.也就是说,无
论是均匀单胞的相互作用矩阵D1,还是非均匀单

胞的相互作用矩阵D2,在任意施加一组本征应变

后,都可以得到一组在有限元节点上满足平衡的

力系.
下面证明对于这种极限分块情况,块应力自

平衡性和有限元中节点力的平衡是一致的.
2.1 极限分块情况相互作用矩阵的自平衡性证明

对于二维平面问题,令ε*
Λ 为单位本征应变矩

阵,其 第 N 列 代 表 第 N 个 单 位 块 本 征 应 变

ε*(N)
Λ ,即在式(16)的本征应变向量中第 N 个元

素为1,其余元素为零的本征应变,N=1,2,…,

3nc.ε为总应变矩阵,其第 N 列代表加载块本征

应变ε*(N)
Λ 后单胞各块产生的总应变ε(N),类似可

以定义机械应变矩阵ε'.σ为应力矩阵,其第N 列

是第N 个单位本征应变ε*(N)
Λ 作用下,各块的应

力排 列 起 来 的 块 应 力 列 向 量σ(N).σ(N)、ε(N)、

ε*(N)
Λ 的形式参考式(18)、(19)、(16),相关矩阵

如下:

σ=(σ(1) … σ(N) …)3nc×3nc
ε=(ε(1) … ε(N) …)3nc×3nc

(22)

ε*
Λ =(ε*(1)

Λ  … ε*(N)
Λ  …)3nc×3nc (23)

考虑上述应力应变矩阵,由式(1c)、(1d)可以得到

D=Cε'=Cε-Cε*
Λ (24)

根据式(10),第 N 个单位本征应变加载时,节点

位移向量和节点力由U(N)和F(N)表示,梳理表述

形式,对应本征应变加载的一般情况,节点位移可

以写成矩阵U,本征应变作用的节点“外力”可以

写成矩阵F,Ndof代表结构的自由度个数,两者形

式为

 
U=(U(1) U(2) … U(N) …)Ndof×3nc

F=(F(1) F(2) … F(N) …)Ndof×3nc
(25)

当单胞受到本征应变矩阵ε*
Λ 加载后(可以理解在

3nc 个荷载工况),有限元方程(10)可以写成

KU=F (26)
其中K即总刚度矩阵,根据式(11)的右端项

K=BTACB (27)
与此同时,外载矩阵F根据式(12)可以表示为

F=BTACε*
Λ (28)

根据式(26)、(28),式(24)可以进一步推导:

 D=Cε-Cε*=CBU-Cε*=
CBK-1F-Cε*

Λ =
CBK-1BTACε*

Λ -Cε*
Λ (29)

根据矩阵D 的方程(17)有

 σ=Dε*=(CBK-1BTACε*
Λ -Cε*

Λ )ε* (30)
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为了验证是否满足平衡,需要计算每个节点

处的节点力:

 Ftotal=BTAσ=(BTACBK-1BTACε*
Λ -

BTACε*
Λ )ε* (31)

将式(27)代入式(31)有

 Ftotal=(KK-1BTACε*
Λ -BTACε*

Λ )ε*=0 (32)
上式合力为0,由此证明了在这一极限分块情形

下,对于任意给定的块本征应变向量ε*,由σ=
Dε*求出的应力在有限元节点上是自平衡的.

下面讨论一般的情况,即各块内包含大量的

单元,同一块内的单元在空间上可以不相邻.在这

样的分块下,很难用传统意义下连续介质中的平

衡和有限元中的节点力平衡来理解块应力的平

衡.下面指出,由矩阵D 得到的块应力满足平衡

的物理意义是满足分块的最小总势能原理.
结构的最小总势能原理表明在所有静力允许

的位移场中,真实的位移场使系统的总势能最小,
也就是说此时对应的力系满足平衡.下面首先给

出块形式的最小总势能原理,再证明式(17)是分

块最小势能原理下满足的平衡方程.
2.2 一般分块情况下相互作用矩阵的自平衡性

回顾单胞问题的控制方程(1),考虑有体力

pi 的情况,平衡方程为

σij,j+pi=0,(x1,x2)∈Ω (33)
取虚位移δui 为许可位移ui 的变分,由于ui 满足

周期性位移边界条件,δui 满足

 δui x1=0=δui x1=1
,δui x2=0=δui x2=1

(34)
由于位移是许可函数,可以定义协调的应变

场

δεij=12
(δui,j+δuj,i) (35)

用虚位移做权函数,将平衡方程和边界条件

在区域上积分,得到

δΠc=-∫Ω
(σij,j+pi)δuidΩ+

∫
1

0
(ti x1=0+ti x1=1

)δui x1=0dx2+

∫
1

0
(ti x2=0+ti x2=1

)δui x2=0dx1=0 (36)

对上式中第一项分部积分,并利用周期性边

界条件,可得

δΠc=∫Ω
(σijδεij-piδui)dΩ (37)

式(37)就是在周期性边界条件下单胞满足的最小

总势能变分方程.

考虑对单胞加本征应变ε*ij,在该单胞内产生

应力σΔ
ij,其值可以采用有限元法求得,而这个应

力可作为外力加到单胞上,所以piδui 可以写为

σΔ
ijδεij,结合弹性本构关系,式(37)变为

δΠc=∫Ω
(Cijklεklδεij-σΔ

ijδεij)dΩ (38)

注意方程(38)等价于不受体力的周期性单胞,在
本征应变作用下的总势能的变分.根据式(38),定
义本方法中的单胞势能表达式为

Πc=12∫Ω
σijεijdΩ-∫Ω

σΔ
ijεijdΩ (39)

写成分块形式,这里并不引起误差

 Πc=12∑
nc

k=1∫Ωk
σijεijdΩ-∑

nc

k=1∫Ωk
σΔ

ijεijdΩ (40)

现在引入近似,将每一块内应变用平均应变εk
ij代

替来近似,可以得到

 Πc=12∑
nc

k=1
εk

ij∫Ωk
σijdΩ-∑

nc

k=1
εk

ij∫Ωk
σΔ

ijdΩ (41)

再采用精确的积分计算

1
Ωk∫Ωk

σΔ
ijdΩ=σΔ,k

ij

1
Ωk∫Ωk

σijdΩ=σk
ij

(42)

式(41)化简为

Πc=12∑
nc

k=1
εk

ijΩkσk
ij-∑

nc

k=1
εk

ijΩkσΔ,k
ij (43)

不考虑各应力应变分量表达形式,把式(43)
写成向量和矩阵的形式为

Πc=12ε
TVσ-εTVσΔ (44)

式中:V 是各块的面积对角矩阵,该式即是FCA
分块形式的势能表达式.式(44)中其他项的具体

形式参考式(18)、(19).进一步推导,利用矩阵D
的定义式(17),对单胞加载块本征应变εΔ,*,令
其在各块产生的块平均应力等价于σΔ,k,即

σΔ=DεΔ,* (45)
式(44)可以写成

  Πc=12ε
TVσ-εTVDεΔ,*=

1
2ε

TVCε-εTVDεΔ,* (46)

式中C表示分块的刚度矩阵,根据式(46),在所有

满足静态许可位移场中,由势能对于参数ε取最

小可以得到一组真实的位移,所谓真实也就是相

应的应力满足平衡.取势能式(46)的变分为零:

844 大 连 理 工 大 学 学 报 第60卷 



δΠc=∂Πc∂εT=0 (47)

可以得到

σ=DεΔ,* (48)
该式与式(17)相同,由此可见,由分块最小势

能推导得到式(48)与式(17)一样,它们都表示的

是平衡关系,给出了在块本征应变ε* 的作用下,
降阶模型中满足平衡的块应力σ.

由上述推导过程可以看到,在推导分块形式

的结构势能式(41)时,将每一块内不均匀的应变

用平均应变代替,引入了误差.换言之,由式(17)
得到的块应力满足平衡是在分块形式的势能原理

下成立.当分块数较少时误差较大,当分块数目增

加到极限情况,即一个块只包含一个单元,采用的

单元是常应变单元时,块应力在节点处满足通常

意义下的平衡条件.

3 相互作用矩阵的完备性与奇异性

研究

相互作用矩阵D 的完备性是指降阶模型中

任意的满足平衡的块应力场都可以通过相互作用

矩阵,加载块本征应变得到.矩阵D 的完备性和

奇异性有密切关系[41].就FCA方法而言,希望相

互作用矩阵D 是奇异而完备的.因为根据式(17)
可知,如果相互作用矩阵非奇异,则任意的一个块

应力向量σ,其可以是不平衡的力系,都可以通过

施加本征应变ε* 所得到.这和矩阵D 的功能是

矛盾的.
3.1 极限分块情形矩阵D 奇异性及其秩

极限分块情况的矩阵D 是奇异的,并且可以

解析地求得D 的秩.
将一个平面正方形单胞划分为n个常应变三

角形单元,则单元的应力分量数共有3n个,这些

应力在每个节点上应该满足2个平衡方程.周期

性边界条件下,记内部节点数为mi,边界上(不包

括角点)的节点数为ms,由于对称性,对边上相应

的两个节点的独立位移自由度数为2,只能作为

一个节点,单胞的四个角点相当于一个节点.除此

之外,需要对一个节点固定刚体位移,所以独立节

点数

m=mi+12ms (49)

而满足平衡的独立应力分量数为应力分量数减去

独立节点提供的平衡方程数:

r1=3n-2mi-ms (50)
该值就是矩阵D 的秩.

注意,满足平衡的独立应力分量数也是在应

力空间中满足自平衡的应力所张成的子空间的维

数,也就是矩阵D 的秩.本文通过算例验证了上

式的有效性,由此可以得到结论:在极限分块情况

相互作用矩阵是奇异且完备的,任何一个自平衡

块应力场都可以用矩阵D 列的线性组合表示,即
通过适当选择的本征应变由式(17)得到,另一方

面,并不是任何一个块应力场都能够由式(17)根
据适当选择的本征应变场表示,因此,不是任何块

应力场都是自平衡应力场.后者证明了形成相互

作用矩阵D、利用D 的必要性.
3.2 一般情形下矩阵D 的奇异性讨论

对于一块包含多个单元的一般情况,由于采

用块平均应变代替块内各单元的应变引入了误

差,块应力只是在块最小总势能原理的意义下满

足平衡,不满足节点的平衡,因此计算矩阵D 秩

的方法(50)不再适用.数值计算表明,这一误差影

响到矩阵D 的奇异性,D 的行列式值在很多情况

下不为零,不是奇异的.但是,对于已经划分好网

格的有限元模型,随着分块数增加,相应D 的条

件数不断增大,越来越接近奇异,逐渐接近极限情

况.
3.3 奇异和非奇异矩阵D 的使用

在FCA方法中,矩阵D 被用于线上阶段预

测非均匀材料的非线性有效性质.面对矩阵D 不

同的奇异性情况,随之而来的问题是能否使用矩

阵D 及如何使用最小余能原理更新相互作用矩

阵和预测非线性等效性质.回顾文献[41]中分块

最小余能原理为

min
α

Πc1(α,ε*)=12α
TDTVSDα+αTDTVSDε*

(51)
式中S代表各块的柔度对角矩阵,α 是待求的参

数.文献[41]基于式(51)提出了当某一块性质改

变后,可以将材料性质修改后的柔度矩阵S'代替

式(51)中的S,得到式(52):

 Π'c1(α,ε*)=12α
TDTVS'Dα+αTDTVS'Dε* (52)

通过求解式(53)得到优化参数α,ε*(mn),J代表第

J 块mn 工况时加载的本征应变,把α 代入式

(54)即可得材料更新后的相互作用矩阵Dnew.
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F=min
α

Π'c1(α,ε*(mn),J) (53)

DJ,mn
new =Dα (54)

文中的算例证明这一算法的有效性.但是,当一块

的材料性质变化非常大的情况下,例如5倍以上,
这一算法误差会明显增加.基于本文对相互作用

矩阵性质的研究,针对矩阵D 不同的奇异性质,
提出两种格式用于更新相互作用矩阵和预测非线

性等效性质.
格式1 对于极限分块情况(或分块数目很

多,接近单元个数),其相互作用矩阵条件数很大,
矩阵D 奇异,对比式(52),使用的分块最小余能

原理格式应该为

minΠ'c1(α,ε*)=12α
TDTVS'Dα+αTDTVSDε*

(55)
注意式(55)右端第二项的柔度对角矩阵采用的是

原模型的柔度矩阵.求解该无约束优化问题,可以

准确地得到当某块性质改变时,新的相互作用矩

阵Dnew.即使某块性质改变量非常大,这样的格式

也可以得到和DNS预测一致的结果.
算例2 同样使用上文的算例研究,对于图

2模型,均匀材料的性质与上文一致,根据均匀材

料的相互作用矩阵D1 和各块的柔度对角矩阵S,
当第一块弹性模量变为原来的5倍后,通过式

(54)、(55)可以计算出更新的相互作用矩阵Dnew,
与直接使用DNS计算变化后的非均匀单胞的相

互作用矩阵D2 比较,两者接近一致(见图3).
此算例模型分14块,矩阵D 的维度为42×

42,图3(a)、(b)、(c)的纵坐标给出了D 的42×42
个元素值,横坐标平面内有42×42个格点,代表

了这些元素所在的行和列.其中图3(a)为原均匀

模型的相互作用矩阵D1(量级108Pa);图3(b)和
(c)为材料性质发生改变后的相互作用矩阵,其中

(b)为采用DNS求得的,记作D2,因为改变了第

一块的弹性性质,与 D1 相比整体值增大,而在

(1,1)位置的元素值明显升高;(c)为采用FCA最

小余能原理计算的,记作Dnew;(d)的纵坐标给出

了采用两个不同计算方法得到的非均质材料的相

互作用矩阵D2 和Dnew的差异,可以看到它们大

部分元素的差异接近零,采用最小余能原理更新

的相互作用矩阵和采用DNS计算的结果基本一

致,说明了极限情况该格式的有效性.

(a)原模型D1

(b)性质改变模型的D2

(c)最小余能原理更新Dnew

(d)D2 和Dnew的误差比较

图3 极限分块下采用最小余能原理更新的相

互作用矩阵Dnew和DNS结果D2 比较

Fig.3 Thecomparisonoftheupdatedinteraction

matrixDnewbyusingtheprincipleofminimum

complementaryenergyandD2bytheDNSin

thelimitcase

格式2 对于一般的分块情况,由于应变平

均化带来的误差,矩阵D 数值上非奇异,所以直

接使用式(52)、(53)、(54)的无约束优化结果偏离

真实值,需要增加单胞的协调条件(4)、(5)、(6)来
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约束参数的取值.因此,更新相互作用矩阵的格式

应该为

minΠ'c1(α,ε*)=12α
TDTVS'Dα+αTDTVS'Dε*

s.t.LS'Dα+Lε*=0 (56)
其中L是平均化算子,约束条件表示平均本征应

变与平均机械应变之和等于0.约束条件即式(6)
的矩阵形式.因此结合协调条件的约束,当相互作

用矩阵数值上非奇异时,也可以近似地建立更新

相互作用矩阵的格式.
算例3 考虑一般情况的经典模型,正方形

单胞中间含有一个圆夹杂,夹杂的弹性模量为

500MPa,泊松比为0.19,周围基体的弹性模量为

100MPa,泊松比为0.3.对该模型应用FCA方

法,构建分12块的降阶模型如图4所示.计算相

互作用矩阵D1,在此分块的基础上,更改第2块

的弹性模量为80MPa,用DNS计算相互作用矩

阵D2.采用算例2中同样的比较方式,观察采用

最小余能原理格式(56)计算的Dnew(图5(b))和
直接DNS计算的D2(图5(a)),以及这两者差异

分布(图5(c)),可见大多数元素误差较小,只有

对应于改变的第二块区域,即两者差异图中第二

列误差略微高一些,这是局部误差的比较。

图4 分12块的降阶模型

Fig.4 Thereducedordermodelof12clusters

关于更新相互作用矩阵的整体误差分析,采
用类似于有限元中能量范数来进行,能量范数的

含义是近似解和精确解之间单元应变能误差之和

的平方根,实际上,根据相互作用矩阵计算的整体

等效刚度矩阵C􀮨 的系数就是在单位应变下的单

胞应变能,所以,比较由DNS和FCA方法最小余

能计算的相互作用矩阵得到的等效弹性刚度C
􀮨,

就是按能量范数比较D 的误差.因此,在本文中

       

(a)性质改变模型的D2

(b)最小余能原理Dnew

(c)两者差异

图5 更新相互作用矩阵的误差比较

Fig.5 Errorcomparisonofupdatingtheinteraction
matrix

能量范数定义为

e= C
􀮨
new-C

􀮨
2 2

C
􀮨
2 2

(57)

其中C􀮨2 代表使用 DNS计算更新的等效弹性刚

度,C􀮨new代表使用最小余能原理更新的等效弹性

刚度.等效弹性刚度的各个分量大小由式(58)得
到,DIJ

klmn即相互作用矩阵中的元素.

C
􀮨
klmn=1Ω∑

nc

I=1
∑
nc

J=1
DIJ

klmnΩI;kl,mn=11,22,12

(58)
式(59)给出使用式(56)更新的相互作用矩阵

得到的等效弹性刚度C􀮨new,及DNS计算的原模型

的等效刚度C􀮨1 和材料性质改变后的等效弹性刚
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度C􀮨2,采用能量范数计算的误差值为式(60).从等

效弹性刚度的数值结果对比,即直接比较C􀮨2 和

C􀮨new的数值,以及观察能量范数的结果,两种比较

误差都非常小.

C
􀮨
1=

1.534×108 6.276×107 1.023×103

6.276×107 1.534×108 -9.744×102

1.023×103 -9.744×102 4.428×107

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

C
􀮨
2=

1.448×108 5.797×107 -3.072×103

5.797×107 1.448×108 3.013×103

-3.072×103 3.013×103 4.076×107

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

C
􀮨
new=

1.439×108 5.815×107 -2.831×103

5.815×107 1.439×108 3.175×103

-3.988×103 4.080×103 4.099×107

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(59)

e=0.006061 (60)
此外,深入分析表明,矩阵D是否奇异和协调条

件是否满足密切相关.事实上,如果采用无约束条件

的变分列式(56)更新相互作用矩阵,加载一组块本

征应变ε*,可以发现协调条件的误差式(61)很大.
e1=LS'Dnewε*+Lε* (61)

其中e1 表示单胞中的平均本征应变和平均机械

应变之和,由式(4)可知,当e1 接近0时,表示单

胞中满足整体协调.由于e1 是一个列向量,采用2
范数来衡量误差,重新整理式(61)形式为

e1= LS'Dnewε*+Lε*
2 (62)

随机选择50组块本征应变,采用式(56)不带及带

约束条件计算出相互作用矩阵D1
new和D2

new代入式

(62),可以得到协调误差,计算的结果列出曲线如

图6所示.

图6 一般不施加约束条件和施加约束条件

下单胞的应变协调误差

Fig.6 Ingeneralcasethestraincompatibleerror

oftheunitcellwithconstraintconditionand

withoutconstraintcondition

从图6可以看到,不施加约束条件的结果,在
单胞中的平均机械应变和本征应变之间不满足协

调,有一定的误差.结合上述的能量范数和协调误

差的讨论,观察图5、6结果,可以充分说明面对矩

阵D 非奇异的情况下,式(56)的有效性.实际上

如果不施加约束条件,采用式(56)更新出的相互

作用矩阵会与原材料性质模型的矩阵接近.
此外,为了对极限分块情况下格式1结果的

协调进行验证,对分14块的模型,第1块性质改

变5倍后采用最小余能原理计算出的相互作用矩

阵,随机施加50组块本征应变,按照上述方式代入

式(62),计算协调误差,得到的结果如图7所示.
从图7结果可以看出,协调误差接近零,说明

格式1即使不施加协调条件的约束,得到的结果

也满足协调,证明了最小余能原理在这种极限分

块情况下等价于协调关系的物理意义.在一般情

况下由于引入了分块误差,这种协调等价的关系

被破坏,为了严格保证协调,需要添加约束.

图7 极限情况无约束条件下单胞的应变协

调误差

Fig.7 Inthelimitcasethestraincompatibleerror
oftheunitcellwithoutconstraintcondition

总结上述研究,对于相互作用矩阵的奇异性

有以下结论:
(1)在极限分块情况时,构建的相互作用矩阵

是奇异的,其秩可以解析求得.可以按照块最小余

能原理格式1得到材料变化时的新的相互作用矩

阵,协调条件自动满足.
(2)在一般情况下,即分块数不多时,分块引

入的误差导致相互作用矩阵数值上是非奇异的,
需要强制加上协调条件.通过补充块应变的协调

条件,采用降阶模型和块最小余能原理仍可高效

近似预测复合材料的非线性等效性质.随分块数

目增加,预测结果误差逐渐降低.
在SCA和HS-FE等方法中,同样采用了块内
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的应力或应变平均化的做法,引入了误差,从而使

得离散的L-S方程等已经不再能表示协调条件,在
分块数不足够大时给数值计算带来同样的困难.

4 结 语

本文对相互作用矩阵D 的性质进行了详细

讨论,包括D 的自平衡性、完备性和奇异性.
首先,本文简洁阐释了FCA方法及其创新

点,与传统细观力学基于参考材料的出发点不同,

FCA方法不需要引入参考材料,是直接对真实材

料的有限元单胞模型降阶,相互作用矩阵的建立

不需要利用格林函数,直接通过特定本征应变加

载的有限元方式执行.
其次,复合材料中微结构组分之间的相互作

用关系是一类很重要的研究内容,无论SCA方法

中的相互作用张量或者 HS-FE中的 Gamma算

子,或是FCA方法中的相互作用矩阵,这些算子

被频繁地使用却缺乏对算子本身性质的讨论.对
于FCA方法,本文深入讨论了相互作用矩阵的自

平衡性、奇异性和完备性,深化了对矩阵D 的理

解.基于上述对相互作用矩阵的讨论,可以丰富完

善FCA方法,包括快速建立相互作用矩阵,建立

更准确的线上增量算法.
最后,对矩阵D 性质的研究也促进基于参考

材料建立的相互作用矩阵的研究,当参考材料和

真实材料相同时,本文作者已经建立了3种相互

作用矩阵的关系并开展了进一步的研究.
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FEMcluster-basedanalysis(FCA)forpredictingeffectiveproperties
ofcompositematerialsandstudyaboutinteractionmatrix

NIE Yinghao, CHENG Gengdong*, LI Zheng

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Thenonlinearmechanicalpropertiesofcompositematerialareimportantforoptimumuse
oftheadvancedmaterial.Basedonthedata-clusteringidea,theFEMcluster-basedanalysis(FCA)

methodisproposedtoeffectivelypredictthenonlinearmechanicalpropertiesofcompositematerial.
ThebasicconceptsandmethodsoftheFCAarebrieflyintroducedandtheinteractionmatrix,which
relatestheimposedclusteruniformeigenstrainsandclusteraveragestressesisfocused.Theself-
equilibrium,completenessandsingularityoftheinteractionmatrixarediscussedindetails.Itis
shownthatforthelimitingcaseinwhicheachclusterhasoneconstantstrainelementandnoerrorof
averagingprocessisintroduced,theinteractionmatrixissingular,completeandprovidesthecluster
stressinnodalequilibrium.Forgeneralcase,duetotheerrorintroducedbyaveragingprocess,the
interactionmatrixisnonsingular,andtheclusterstressobtainedfromtheinteractionmatrixisin
equilibriuminthesenseofminimumpotentialenergyprinciple.Supplementedbythecompatibility
condition,the reduced order model together with the cluster-based minimum structural
complementaryenergyprinciplecanbeusedtoprovidehighefficientpredictionofnonlineareffective
propertieswithreasonableaccuracy.Sincestrainandstressaveragingprocesswithinoneclusterisan
essentialstepinallreducedordermethods,theresultsobtainedarevaluableforreference.

Keywords:reducedordermodelmethod;FEMcluster-basedanalysis;interactionmatrix;nonlinear
effectiveproperties
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