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二阶挠曲重力波对直墙作用及其奇异解
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摘要:利用特征函数展开法,对有限水深下二阶挠曲重力波在直墙前的反射问题做了求解.
计算了直墙上二阶挠曲重力波作用力随入射波浪频率的变化关系.数值结果显示在某一特殊

频率下二阶挠曲重力波作用力会趋向无穷.进一步研究表明,在该频率下挠曲重力波的相速

度与倍频下的相速度相等,使得挠曲重力波的二阶分量分母为零而出现奇异性.这一奇异解

的出现,使得入射波浪存在不确定性,对非线性挠曲重力波与结构物作用问题的求解造成困

难.这是一个非常有意义但尚未解决的问题,需进一步探索.
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0 引 言

挠曲重力波(flexural-gravitywaves)指的是

水面带有弹性板情况下的波浪传播现象,这一问

题也称为水弹性(hydroelasticity)问题.早期关于

挠曲重力波的研究主要以波浪与海冰层的作用为

研究背景[1-3].后来,随着海上大型浮体结构的兴

建,增加了波浪与大型浮体作用的背景[4-7].
规则波浪与水面弹性板作用问题,大多采用

势流理论在小振幅假设下开展研究.对于波浪与

半无限长弹性板的作用问题,Balmforth等[8]应

用 Wiener-Hopf方法求得了解析解,Fox等[2]、

Teng等[9]运用特征函数展开法和最小二乘法研

究了 波 浪 对 二 维 半 无 限 弹 性 板 的 线 性 作 用.

Brocklehurst等[10]、Bhattacharjee等[11]应用特征

函数展开法研究了挠曲重力波与二维直墙的作

用,Brocklehurst等[12]又采用韦伯积分变换法研

究了挠曲重力波与三维直立圆柱的作用.
对 于 波 浪 与 有 限 长 弹 性 体 的 作 用 问 题,

EatockTaylor[13]指出可分别采用湿模态或干模

态方法进行研究.滕斌等[7]研究了矩形弹性板不

同干模态函数对计算结果收敛性和精确性的影

响,沈洁等[14]应用有限元方法得到了任意形状弹

性板的干模态函数,与高阶边界元结合建立了三

维线性水弹性分析模型.
对于频域内非线性波浪与弹性板的作用以及

挠曲重力波对结构物作用的研究还很少.目前见

到的工作有:Hegarty等[15]应用板格林函数与水

波格林函数相结合的边界元方法,研究了二阶非

线性波浪与有限长二维弹性板的相互作用问题;

Malenica等[16]利用积分方程方法推导了二阶挠

曲重力波与直立圆柱作用的计算公式.
本研究利用特征函数展开法研究二阶挠曲重

力波在直墙前的反射问题.首先介绍挠曲重力波

的基本方程和直墙前二阶挠曲重力波反射的求解

过程;然后给出奇异现象,分析造成奇异性的原

因;最后列出非线性挠曲重力波中奇异性的消除

方法和与结构物作用问题分析中会面临的问题.

1 基本理论

设直墙前水面上覆盖着半无限长薄弹性板,

挠曲重力波从左侧入射与直墙作用,如图1所示.
建立二维笛卡儿坐标系,x轴在静水面上,向右为



正;z轴在直墙面上,向上为正.弹性板的厚度为

d,弹性模量为E,泊松比为ν,密度为ρs,弹性板

与直墙的接触可以为嵌固、简支或自由的.流体假

设是无黏、无旋、不可压缩的.

图1 坐标系示意图

Fig.1 Thesketchofthecoordinatessystem

考虑规则波浪下的反射问题,速度势可摄动

展开成下列形式:

Φ=εRe[ϕ
(1)e-iωt]+ε2(Re[ϕ

(2)e-2iωt]+

ϕ
(2)
m )+O(ε3) (1)

式中:ϕ
(j)(x,z)(j=1,2)为一阶和二阶速度势,

ϕ
(2)
m 为二阶平均项,平均项不对二阶力产生贡献,

故不再考虑.
速度势ϕ

(j)(x,z)在未扰动的流域内满足拉

普拉斯方程:

∂2ϕ
(j)/∂x2+∂2ϕ

(j)/∂z2=0;j=1,2;-h<z<0
(2)

不透水的水底条件:

∂ϕ
(j)/∂z=0;z=-h (3)

直立壁面条件:

∂ϕ
(j)/∂x=0;x=0 (4)

弹性板和水的接触面随波动而上下起伏,弹

性板和水体在交界面处满足运动连续和力平衡条

件.
设弹性板的位移为ζ,在弹性板的下部,如果

流体与固体不分离,流体满足的运动学条件为

-jωiζ
(j)=∂ϕ

(j)(x,z)
∂z +G(j);z=0,x≤0

G(j)=
0; j=1

1
2ϕ

(1)
zzζ

(1)-12ϕ
(1)
x ζ

(1)
x ;j=2

ì

î

í

ïï

ïï

(5)

动力学条件为

p(j)=ijρωϕ
(j)(x,z)-ρgζ

(j)-L(j);z=0,x≤0

L(j)=
0; j=1

1
4ρ

Ñϕ
(1)·Ñϕ

(1)-12iρωϕ
(1)
z ζ

(1);j=2

ì

î

í

ïï

ïï

(6)

这两个条件是该问题非线性的来源.弹性板的弹

性变形在此研究中被假设为线性的,且满足欧拉-
伯努利板方程:

p(j)=EI∂
4

∂x4ζ
(j)-j2msω2ζ

(j);z=0,x≤0(7)

整合式(5)~(7),可得弹性板下水面边界条

件:

[EI∂
4

∂x4-ms(jω)2+ρg]ϕ(j)
z -ρ(jω)2ϕ

(j)=F(j);

j=1,2;z=0 (8)

其中ρ是水的密度,g是重力加速度,ms=ρsd 是

弹性板单位面积的质量,I=d3/12(1-ν2)为板截

面惯性矩,等式右侧的强迫项为

F(j)=

 0; j=1

i
2ω[ (EI ∂

4

∂x4-4msω2+ρg)×

(ϕ
(1)
x ϕ

(1)
zx -ϕ

(1)
z ϕ

(1)
zz )]+

iωρ
2
[(ϕ

(1)
x )2+3(ϕ

(1)
z )2]; j=2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(9)

由一阶速度势的水面条件,可得挠曲重力波

(一阶)的色散关系:
(EIk4-msω2+ρg)ktanh(kh)-ρω2=0(10)

该方程有两个实根±k(1)
0 ,无穷个虚根±ik(1)

i (i=
1,2,…)和4个复根λ(1)

i =±α±iβ(i=-1,-2,

-3,-4).
板端边界条件为

嵌固端ζ
(j)=0,ζ

(j)
x =0在(0,0)点

简支端ζ
(j)=0,ζ

(j)
xx =0在(0,0)点

自由端ζ
(j)
xx =0,ζ

(j)
xxx=0在(0,0)点

(11)

水体中动压强为

 

p(1)(x,z)=iωρϕ
(1)(x,z);

p(2)(x,z)=2iωρϕ
(2)(x,z)-14ρ

Ñϕ
(1)(x,z)·

Ñϕ
(1)(x,z) (12)

2 速度势的求解

分解速度势为入射势和反射势两部分:
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ϕ
(j)(x,z)=ϕ

(j)
i (x,z)+ϕ

(j)
r (x,z);j=1,2

(13)

入射势为向右传播的稳定推进模态,反射势

包含向左传播的稳定推进、衰减推进和非传播模

态.

2.1 一阶解

对于幅度为A 的挠曲重力波,一阶入射势为

ϕ
(1)
i =- Aiω

k(1)
0 tanh(k(1)

0 h)e
ik(1)0 xcoshk

(1)
0 (z+h)

coshk(1)
0 h

(14)

其中k(1)
0 为ω频率下色散方程(10)的实根.

反射势可写为

 ϕ
(1)
r =c(1)0 e-ik

(1)
0 xcoshk

(1)
0 (z+h)

coshk(1)
0 h +

c(1)-1e-iλ
(1)
-1x
coshλ(1)

-1(z+h)
coshλ(1)

-1h +

c(1)-2e-iλ
(1)
-2x
coshλ(1)

-2(z+h)
coshλ(1)

-2h +

∑
∞

i=1
c(1)i ek

(1)
i xcosk

(1)
i (z+h)

cosk(1)
i h

(15)

其中ik(1)
i (i=1,2,…)为色散方程(10)的虚根,

λ(1)
-1=α+iβ和λ(1)

-2=-α+iβ为色散方程(10)的复

根,c(1)i (i=-2,-1,0,1,2,…)为待定系数.
由直墙壁面边界条件和板端边界条件,可求

得待定系数c(1)i (i=-2,-1,0,1,2,…).

2.2 二阶解

将一阶入射势(式(14))代入水面强迫项(式

(9)),则可得到二阶入射势的水面强迫项为

F(2)
i =f(2)

i e2ik
(1)
0 x (16)

其中

f(2)
i = ( Aω

k(1)
0 tanh(k(1)

0 h))
2

[i
(k(1)
0 )3tanh(k(1)

0 h)
ω ×

(16(k(1)
0 )4EI-4msω2+ρg)+

iρω(k
(1)
0 )2
2 ×

(3tanh2(k(1)
0 h)-1)]

由此可求得二阶入射势为

ϕ
(2)
i =Ce2ik

(1)
0 xcosh2k

(1)
0 (z+h)

cosh2k(1)
0 h

(17)

其中 C=f(2)
i /D,D=[16(k(1)

0 )4EI-4msω2+

ρg]2k
(1)
0 tanh(2k(1)

0 h)-4ρω2.
二阶反射势满足的水面条件为

[EI∂
4

∂x4-4msω2+ρg]ϕ(2)
rz -4ρω2ϕ

(2)
r =

F(2)-F(2)
i ;z=0 (18)

分解二阶反射势为锁定波(特解)ϕ
(2)
rp 和自由

波(通解)ϕ
(2)
rh 的形式:

ϕ
(2)
r =ϕ

(2)
rp +ϕ

(2)
rh (19)

锁定波和自由波分别满足下述水面边界条件:

[EI∂
4

∂x4-4msω2+ρg]ϕ(2)
rpz-4ρω2ϕ

(2)
rp =

F(2)-F(2)
i ;z=0 (20)

[EI∂
4

∂x4-4msω2+ρg]ϕ(2)
rhz-4ρω2ϕ

(2)
rh =0;

z=0 (21)

锁定波ϕ
(2)
rp 中包含向左传播的稳定推进、衰

减推进和非传播模态,及不传播的常数项,其表达

式为

 ϕ
(2)
rp =B

􀮨
e-2ik

(1)
0 xcosh2k

(1)
0 (z+h)

cosh2k(1)
0 h +

∫
∞

0
B(μ)e-iμx

coshμ(z+h)
coshμh

dμ+R;x<0

(22)

将式(22)代入二阶流体上表面条件(式(20))

中,可确定待定系数.
自由波ϕ

(2)
rh 满足的色散关系为

(EIk4-4msω2+ρg)ktanh(kh)-4ρω2=0
(23)

该方程同样有两个实根±k(2)
0 ,无穷个虚根±ik(2)

i

(i=1,2,…)和4个复根λ(2)
i =±α±iβ(i=-1,

-2,-3,-4).自由波包含向左传播的稳定推进、

衰减推进和非传播模态,可写为

 ϕ
(2)
rh =c(2)0 e-ik

(2)
0 xcoshk

(2)
0 (z+h)

coshk(2)
0 h +

c(2)-1e-iλ
(2)
-1x
coshλ(2)

-1(z+h)
coshλ(2)

-1h +

c(2)-2e-iλ
(2)
-2x
coshλ(2)

-2(z+h)
coshλ(2)

-2h +

∑
∞

i=1
c(2)i ek

(2)
i xcosk

(2)
i (z+h)

cosk(2)
i h

(24)

其中k(2)
0 为色散方程(23)的实根,ik(2)

i (i=1,

2,…)为色散方程(23)的虚根,λ(2)
-1=α+iβ 和

λ(2)
-2=-α+iβ为色散方程(23)的复根,c(2)i (i=

-2,-1,0,1,2,…)为待定系数.
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由直墙壁面边界条件和板端边界条件,可求

得待定系数c(2)i (i=-2,-1,0,1,2,…).

3 数值结果

取水体密度ρ=1025kg/m3,弹性板密度

ρs=925kg/m3,板厚d=1m,重力加速度g=

9.81m/s2,水深h=30m,弹性板刚度为5×

108N·m,以板与直墙嵌固连接为例,对速度势

进行求解.
图2是频率ω=1.0rad/s下水体中一阶速

度势模的分布图.这一结果与Brocklehurst等[10]

和Bhattacharjee等[11]的结果均吻合得很好.在远

离直墙外,挠曲重力波为立波形式,x方向的变化

周期为波长的一半;而在直墙附近,由于受到板端

边界条件的影响,压力场的分布情况与远处不同.

图2 直墙前一阶速度势模的分布

Fig.2 Distributionofmoduleofthefirstordervelocity

potentialneartheverticalwall

分解直墙上的二阶水平波浪力F(2)
x 为两个

部分,其一为一阶速度平方的贡献:

F(2)
x1 =-ρ

4∫
0

-h
Ñϕ

(1)·Ñϕ
(1)dz (25)

另一为二阶速度势的贡献:

F(2)
x2 =2iωρ∫

0

-h
ϕ
(2)dz (26)

图3和图4分别给出了二阶归一化波浪力随

入射波浪频率的变化关系.从两图的对比中可以

看到,F(2)
x2 远大于F(2)

x1 ,且在ω=0.47rad/s附近

F(2)
x2 趋向无穷.二阶频域问题尚未找到可以对比

的结果,但在飞机、车辆在冰层上行进问题的研究

中,人们发现存在临界速度[17-19],当移动荷载以临

界速度行进时冰层极易破碎断裂.

图3 F(2)
x1 随波浪频率的变化

Fig.3 VariationofF(2)
x1 withwavefrequency

图4 F(2)
x2 随波浪频率的变化

Fig.4 VariationofF(2)
x2 withwavefrequency

4 奇异性讨论

为了探讨二阶挠曲重力波速度势出现奇异性

的原因,图5和图6分别绘制了二阶入射势中系

数C和D 随波浪频率的变化曲线.计算中的具体

模型参数如下:水体密度、弹性板密度、重力加速

度、水深与上一算例相同,弹性板刚度分别为1×

107、5×108 和1×1010N·m,另外图中还绘制了

       

图5 系数C随波浪频率的变化

Fig.5 VariationofcoefficientCwithwavefrequency
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图6 分母D 随波浪频率的变化

Fig.6 VariationofdenominatorDwithwavefrequency

重力波(EI=ρs=0)对应的曲线(图中标示为

FS).可以清楚看到,对于挠曲重力波,3种弹性板

刚度下的系数C 均出现了奇异性,在对应频率下

分母D 等于零.在其他条件不变的情况下,刚度

越大,奇异点所对应的这一特征频率越小.而在重

力波情况下,系数C 无奇异现象,分母D 只在零

频率下为零.
进一步分析可以发现,挠曲重力波分母D 等

于零出现的条件,是二倍频波浪通过色散方程

[EI(k(2)
0 )4-ms(2ω)2+ρg]k

(2)
0 tanh(k(2)

0 h)-

ρ(2ω)2=0 (27)

计算出的波数k(2)
0 等于波浪频率下波数k(1)

0 的2
倍,即k(2)

0 =2k(1)
0 .在此频率下,入射波二阶分量

的传播速度(2ω/2k(1)
0 )与二倍频下一阶波浪的传

播速度(c2=2ω/k(2)
0 )相等,均为一倍频下一阶波

浪的传播速度(c1=ω/k(1)
0 ).图7为波数比2k(1)

0 /

k(2)
0 随着波浪频率变化的关系,可以看到对于不

同弹性板刚度,波数比2k(1)
0 /k(2)

0 在零频率时为

1,然后随着频率增大开始减小,减小到最小值后

       

图7 2k(1)
0 /k(2)

0 随波浪频率的变化

Fig.7 Variationof2k(1)
0 /k(2)

0 withwavefrequency

开始增大,并穿过纵坐标为1的水平线.但对于重

力波,波数比2k(1)
0 /k(2)

0 在零频率时为1,然后随

着频率的增大而单调减小,高频下趋于0.5.
图8为波速c随波浪频率的变化关系.对于

挠曲重力波,波速先随频率的增大而减小,减小到

最小值后再开始增大,所以会出现c(2ω)=c(ω)

的情况.而反观重力波波速,随着频率的增大而单

调减小.

图8 波速随波浪频率的变化

Fig.8 Variationofwavespeedwithwavefrequency

5 非线性挠曲重力波中奇异性的移除

对 于 单 频 率 的 入 射 波 浪,Vanden-Broeck
等[19]将挠曲重力波的波面、速度势和相速度用奇

异摄动展开方法展开到三阶:

η=εη
(1)+ε2η

(2)+ε3η
(3)+O(ε4)

ϕ=εϕ
(1)+ε2ϕ

(2)+ε3ϕ
(3)+O(ε4)

c=c0+εc1+ε2c2+ε3c3+O(ε4)

(28)

对于2k(1)
0 =k(2)

0 的情形,将一阶挠曲重力波

表示成双频波浪的形式:

 ζ=ζ1+ζ2=Re[η1e-iωt]+Re[η2e-2iωt]=

Re[A1eik
(1)
0 xe-iωt]+Re[A2e2ik

(1)
0 xe-2iωt](29)

在无限水深中一阶挠曲重力波的速度势可表达为

Φ=Φ1+Φ2=Re[ϕ1e-iωt]+Re[ϕ2e-2iωt]=

Re[ic0A1ek
(1)
0 z+ik(1)0 xe-iωt]+

Re[ic0A2e2k
(1)
0 z+2ik(1)0 xe-2iωt] (30)

取A2=±A1/2可让水面强迫项F(2)
i (2ω)=0,从

而去除二阶挠曲重力波的奇异性.同时指出该问

题的解是不唯一的.

Vanden-Broeck等的方法虽然可以消除入射

波浪在这一特殊频率下的奇异问题,但对于二阶
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挠曲重力波对结构物作用问题仍有下述问题需要

解决:

(1)在k(2)
0 接近2k(1)

0 但不等于2k(1)
0 的频率

下,入射势如何给定?

(2)一阶波浪成为双色波浪,二阶速度势水面

条件中的强迫项将会包含5个和频和差频分量

(0,ω,2ω,3ω和4ω).这样波浪力中增加了高频成

分,挠曲重力波作用下结构动力响应机理将发生

变化.
这些问题需要进一步研究.

6 结 论

(1)重力波的相速度随波浪频率的增大而单

调减小,而挠曲重力波的相速度先减小后增大.
(2)除了零频率外,挠曲重力波会出现倍频下

波速与波频下波速相等的情况,即倍频下波数是

波频下波数两倍的情况.
(3)在其他条件不变的情况下,板刚度越大,

特征频率越小.
(4)在波频波速与倍频波速相等的频率,挠曲

重力波入射速度势存在奇异性,按此理论波幅巨

大,水面弹性板会断裂.
(5)应用上述二阶挠曲重力波计算的波浪力,

也存在奇异性问题.
(6)Vanden-Broeck等[19]通过引入双频波浪

成分,得到了这一特殊频率下的有限解.但如何应

用其求解挠曲重力波与结构物作用问题,仍需进

一步研究.另外,需开展现场观测,量测非线性挠

曲重力波在这一特殊频率下的波形特征和极限高

度.
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Thesecond-orderflexural-gravitywaveloads
onverticalwallandsingularityinsolution

TENG Bin*, LIANG Shuang, GOU Ying

(StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Theproblemofthesecond-orderflexural-gravitywavereflectionfromaverticalwallinthe
finitewaterdepthisinvestigatedbytheeigenfunctionexpansionmethod.Thevariationoftheforceof

thesecond-orderflexural-gravity waveonaverticalwallwiththeincident wavefrequencyis

calculated.Numericalresultsshowthatthesecond-orderflexural-gravitywaveloadsonaverticalwall

willapproachtoinfinityataspecialfrequency.Furtherstudiesshowthatatthespecialfrequencythe

phasevelocityoftheflexural-gravitywavesisequaltothatofthewaveswiththedoublefrequency,

andthesecond-ordercomponentoftheflexural-gravitywavesissingularwiththedenominatorofit

beingzero.Theexistenceofthissingularsolutionwillinduceuncertaintyoftheincidentwaves,and

limittheapplicationofsolutionsfornonlinearflexural-gravitywaveloadsonstructures.Thisisavery
meaningfulbutunresolvedproblemanddeservesfurtherexploration.

Key words:thesecond-order;hydroelasticity;flexural-gravity waves;eigenfunction expansion

method;singularity
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