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摘要:研究两个函数和的非光滑均衡问题,对这类问题提出了一个结合惯性方法的分离算

法.每次迭代,交替求解两个简单的强凸子问题.在不要求函数是Lipschitz连续或 Hölder连

续的条件下,证明了算法的收敛性.通过与已有的几个算法比较,验证了算法的有效性.
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0 引 言

假设C是实希尔伯特空间 的一个非空闭

凸集,对于每个x∈C,函数f:C×C→R 都有

f(x,x)=0.考虑下面的均衡问题:

求x*∈C,使得f(x*,y)≥0,∀y∈C
在本文中,假设f(x,y)=f1(x,y)+f2(x,

y),其中fi(x,x)=0(i=1,2),∀x∈C,于是均衡

问题转化为:求x*∈C,使得

f1(x*,y)+f2(x*,y)≥0,∀y∈C
用S(f,C)表示均衡问题的解集,而且假设

解集非空.许多数学模型都能看成均衡问题的特

殊情形,例如:变分不等式、不动点问题、优化问

题、鞍点问题、互补问题等.近年来,求解均衡问题

的方法很多,其中外梯度法是一个比较受欢迎的

方法.该方法由Korpelevich[1]在解单调变分不等

式问题时引入.随后,为提高这个方法的有效性,

它的一些改进方法被提出,如非精确梯度法[2]、投
影梯度法[3]、内部外梯度法[4]、黄金比方法[5]、分
离法[6-8]等.

本文采用分离算法来解强伪单调的均衡问

题.在文献[7]中,算法的收敛性需要假设每个分

离出的函数满足 Hölder连续.为避免 Hölder连

续条件,在文献[8]中,Muu等提出了一个结合梯

度方法和 Mann迭代的分离算法来解均衡问题和

非扩张映射的不动点问题,其中函数不需要满足

Lipschitz连续和 Hölder连续的条件.对比文献

[8],本文引入惯性(inertial)技术.惯性思想最早

由Alvarez等[9]提出,它可以有效地加快邻近点

算法的收敛速度.近年来,惯性思想被广泛地用于

各类算法中.例如:Douglas-Rachford算子分裂惯

性算法[10]、惯性邻近法[11]、邻近梯度法[12]等.基

于分离方法,本文将惯性思想应用到其中,提出分

离惯性算法.同时,结合文献[2-3],其迭代的步长

不依赖Lipschitz常数.

1 预备知识

定义1[13] 函数f:C×C→R∪{+∞}被称

为

(1)在C上强γ-单调,如果存在常数γ>0使

得

f(x,y)+f(y,x)≤-γx-y 2;∀x,y∈C
(2)在C上单调,如果

f(x,y)+f(y,x)≤0;∀x,y∈C
(3)在C上伪单调,如果

f(x,y)≥0⇒f(y,x)≤0;∀x,y∈C
(4)在C上强γ-伪单调,如果存在常数γ>0,



且f(x,y)≥0,则

f(y,x)≤-γx-y 2;∀x,y∈C
定义2[13] 设g:Rn→R∪{+∞}是正常下半

连续凸函数,t>0,函数g在x 处的邻近映射定义

为

proxtg(x)∶=argmin{tg(y)+12 x-y 2}
引理1[14] 设g:Rn→R∪{+∞}是正常下半

连续凸函数,u∈Rn,t>0,令v=proxtg(u),则

tg(w)-tg(v)≥<u-v,w-v>;∀w∈Rn

而且,进一步有

g(w)-g(v)≥(u-v 2+ w-v 2-

u-w 2)/2t;∀w∈Rn (1)

引理2[15] 假设{αk}+∞k=0,{γk}+∞k=0,{δk}+∞k=0都

是非负实序列,且

αk+1≤(1-γk)αk+γkαk-1+δk

其中{γk}+∞k=0⊂ [0,12 ],∑
+∞

k=0
δk<+∞,则序列

{αk}+∞k=0收敛.
引理3[15] 假设{αk}+∞k=0,{γk}+∞k=0,{δk}+∞k=0和

{tk}+∞k=0都是非负实序列,且

αk+1≤(1-tk-γk)αk+γkαk-1+δk

其中∑
+∞

k=0
tk=+∞,{γk}+∞k=0⊂ [0,12 ] 是递减序列,

∑
+∞

k=0
δk<+∞,则序列{αk}+∞k=0收敛于0.

2 算法和收敛性

为证明算法的收敛性,做如下假设:

(1)每个x∈C,函数fi(x,·)(i=1,2)是下

半连续凸函数;

(2)函数f在C 上强γ-伪单调;

(3)如 果 {xk}⊂C 有 界,则 序 列 {gi
k ∈

∂(fi(xk,·))(xk)}(i=1,2)有界.
算法1
初始化:选择两个非负递减序列{αn}+∞n=0⊂

[0,12 ] 和{βn}+∞n=0,满足

∑
+∞

n=0
βn=+∞,∑

+∞

n=0
β2n<+∞ (2)

迭代步:给定xn-1,xn∈C,计算

wn=xn+αn(xn-1-xn) (3)

选 取 gn
1 ∈∂(f1 (wn,·))(wn),gn

2 ∈

∂(f2(wn,·))(wn).
计算:

ηn=max{1,gn
1 ,gn

2 },λn=βn

ηn
(4)

和

yn=argmin{λnf1(wn,y)+12 y-wn
2 y∈C},

xn+1=argmin{λnf2(wn,y)+12 y-yn
2 y∈C}

(5)

如果xn+1=yn=wn,则算法停止.
关于算法1解释如下:

(1)对于wn=xn+αn(xn-1-xn),0≤αn<1,

其中wn 是xn 和xn-1的一个凸组合,本文wn 与文

献[15]相同.当然对于wn 还有其他选择,如在文

献[3]中,wn=xn+αn(xn-xn-1),0≤αn<1,其中

αn(xn-xn-1)被称为惯性效果,可以加速算法的

收敛性.
(2)当αn=0,本文算法是不带加速步的分离

算法.
定理1 假设{xn}是由本文算法生成的序

列,对于每个y∈C,有

xn+1-y 2≤ wn-y 2+2λnf(wn,y)+5β2n
证明 根据式(1),且t=λn,g(·)=f1(wn,

·),w=y,v=yn,u=wn,则

λn(f1(wn,y)-f1(wn,yn))≥
(wn-yn

2+ y-yn
2- wn-y 2)/2;∀y∈C

整理得

y-yn
2≤ wn-y 2+2λnf1(wn,y)-

2λnf1(wn,yn)- yn-wn
2;∀y∈C

(6)

对于式(5)中的xn+1,按照类似的方法,有

xn+1-y 2≤ y-yn
2+2λnf2(wn,y)-

2λnf2(wn,xn+1)- xn+1-yn
2 (7)

式(6)和(7)相加,则有

xn+1-y 2≤ wn-y 2- yn-wn
2-

xn+1-yn
2+2λnf(wn,y)-

2λn(f1(wn,yn)+f2(wn,xn+1))(8)

又gn
1∈∂(f1(wn,·))(wn),f1(wn,wn)=0,所以

 f1(wn,yn)=f1(wn,yn)-f1(wn,wn)≥
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<gn
1,yn-wn>

进一步可推出

 -2λnf1(wn,yn)≤-2λn<gn
1,yn-wn>≤

2βn yn-wn (9)

其中式(9)的第2个不等式由柯西-施瓦茨不等式

和式(4)得到.
类似地,估计式(8)的-2λnf2(wn,xn+1)为

 -2λnf2(wn,xn+1)≤2βn xn+1-wn ≤

2βn(xn+1-yn +

yn-wn ) (10)

将式(9)、(10)代入式(8),得

xn+1-y 2≤ wn-y 2+2λnf(wn,y)-

yn-wn
2- xn+1-yn

2+

4βn yn-wn +2βn xn+1-yn =

wn-y 2+2λnf(wn,y)+5β2n-
(yn-wn -2βn)2-
(xn+1-yn -βn)2≤

wn-y 2+2λnf(wn,y)+5β2n
□

定理2 假设条件(1)~(3)成立,由本文算

法生成的序列{xn}强收敛于均衡问题的解.
证明 假设p∈S(f,C),由定理1知,

xn+1-p 2≤ wn-p 2+2λnf(wn,p)+5β2n
(11)

因为f强γ-伪单调,式(11)可转换成

 xn+1-p 2≤(1-2γλn)wn-p 2+5β2n (12)

另一方面,使用 · 2 的凸性,则

wn-p 2= (1-αn)(xn-p)+αn(xn-1-p)2≤
(1-αn)xn-p 2+αn xn-1-p 2

(13)

结合式(12)、(13),推出

xn+1-p 2≤[1-2γλn-αn(1-2γλn)]xn-p 2+

αn(1-2γλn)xn-1-p 2+5β2n≤
[1-αn(1-2γλn)]xn-p 2+

αn(1-2γλn)xn-1-p 2+5β2n (14)

因此,An+1≤(1-γn)An+γnAn-1+δn,其中

An= xn-p 2,γn=αn(1-2γλn)∈ [0,12 ],δn=

5β2n.根据引理2,则lim
n→+∞

xn-p 2 存在.从而,

{xn}是有界序列.由式(3)知,{wn}也是一个有界

序列.根据假设条件(3),存在 M1>0,M2>0,使

得 gn
1 ≤M1,gn

2 ≤M2.
令M∶=max{1,M1,M2},结合式(4),则βn≥

λn=βn

ηn
≥1Mβn.由式(2)知,

∑
+∞

n=0
λn=+∞ (15)

整理式(14)得

xn+1-p 2≤[1-2γλn(1-αn)-αn]xn-p 2+

αn xn-1-p 2+5β2n (16)

结合式(15)、(16)和引理3,且tn=2γλn-

2γλnαn,δn=5β2n,可推出

lim
n→+∞

xn-p 2=0

□

3 数值实验

本文通过初步数值实验来说明算法的可行性

和有效性.在数值实验中,采用MatlabR2015b软

件编 写 程 序,软 件 的 运 行 环 境 为 PCDesktop
Intel(R)Core(TM)i5-8250U CPU @ 1.60

GHz,RAM8.00GB.
考虑均衡问题满足

 f:R5×R5→R,f=f1+f2
f1(x,y)=<Px+Qy+q,y-x>

f2(x,y)= y 4- x 4

其中

  P=

3.1 2.0 0 0 0

2.0 3.6 0 0 0

0 0 3.5 2.0 0

0 0 2.0 3.3 0

0 0 0 0 3.0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

  Q=

1.6 1.0 0 0 0

1.0 1.6 0 0 0

0 0 1.5 1.0 0

0 0 1.0 1.5 0

0 0 0 0 2.0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

  q=(-1 -2 -1 2 -1)T

可行集C={x∈R5:x-(5 -3 -2 4 
2)T ≤1}.

例1 研究本文算法的数值效果.从本文算

法可知,若xn+1=yn=wn,则xn+1是均衡问题的
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解.因此,使用

Dn= xn+1-yn
2+ yn-wn

2;n=0,1,…

作为本文算法终止的判别量.选取αn= 1
n+1

,

βn= 1
(n+1)p

(p=0.3,0.5,1.0),初始点x0=

(1 1 1 1 1)T,ε = 10-3, 停 止 准 则

max{xn+1-yn ,yn-wn }≤ε.
由表1可以看出,实验结果跟p的取值有关.

在给定停止准则,且p=1.0时,本文算法迭代次

数最少.

表1 本文算法数值实验结果

Tab.1 Numericalexperimentalresultsofthealgorithm

inthispaper

p 迭代次数 tCPU/s

0.3 28 1.51

0.5 34 1.65

1.0 21 1.21

例2 比较本文算法和另两个算法,分别为

不带加速步的本文算法(记为SA)和文献[4]的

内部外梯度算法(记为IEGA).在本文算法中,

αn=βn= 1
n+1

;在算法SA中,βn= 1
n+1

和αn=0;

算法IEGA的μ=1,ν=7,φ(t)=t-lnt-1.3个

算法中初始点x0=(1 1 1 1 1)T,ε=10-3,

停止准则

算法SA:max{xn+1-yn ,yn-xn }≤ε
算法IEGA:xn-yn ≤ε
由表2可以看出,本文算法比SA在迭代次

数和所用时间上都要少.本文算法比IEGA在迭

代过程中CPU运行的时间少.通过比较,说明了

本文算法的有效性.

表2 本文算法、SA、IEGA的比较

Tab.2 Comparisononthealgorithminthispaper,

SAandIEGA

算法 迭代次数 tCPU/s

本文算法 21 1.21

SA 116 3.48

IEGA 15 4.24

例3 考虑均衡问题满足

   f:Rn×Rn→R,f=f1+f2
f1(x,y)=<Ax,y-x>

f2(x,y)= y 4- x 4

其中A=BBT+n2In,In 是单位矩阵,矩阵B 是元

素全为1的n阶方阵.可行集C={x∈Rn x ≤

1},比 较 本 文 算 法 和 文 献[15]的 算 法(记 为

EGA).在两个算法中,x0=(1 2 … n)T,停

止准则 xk-x* ≤10-3,其中x*=(0 0 … 

0)T,是该问题的最优解.
由表3可以看出,本文算法尽管需要多的迭

代次数,但在CPU运行时间上都比EGA少,说

明本文算法对维数高的算例也是有效的.

表3 本文算法和EGA的比较

Tab.3 Comparisonbetweenthealgorithminthis

paperandEGA

n 算法 迭代次数 tCPU/s
 
50

本文算法 45 1.92

EGA 35 2.67
 
100

本文算法 47 3.75

EGA 35 4.78
 
500

本文算法 101 41.25

EGA 39 56.88

4 结 语

本文采用分离算法来解强伪单调的非光滑均

衡问题.本文算法结合了惯性,同时,其迭代步长

不依赖Lipschitz常数,在满足一定条件的假设

下,证明了本文算法的强收敛性.与已有的几个算

法进行比较,说明了本文算法的有效性.
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Aninertialsplittingalgorithmforsolvingequilibriumproblems
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Abstract:Nonsmoothequilibriumproblemsgivenbyasumoftwofunctionsarestudiedanda
splittingalgorithmcombininganinertialmethodisproposedforequilibrium problems.Ateach

iteration,twosimplestronglyconvexsubproblemsaresolvedalternatively.WithoutanyLipschitz

continuousconditionorHöldercontinuityoftheinvolvedfunctions,theconvergenceofthealgorithm

isproved.Severalexperimentsareperformedtoshowthecomputationalefficiencycomparedwith

relatedalgorithms.
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