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用于保特征四边形网格生成的改进 Morse算法
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摘要:在 Morse理论的基础上,采用迭代算法来计算特征函数,通过优化生成保特征的四边

形网格.首先,在拉普拉斯矩阵中加入模型的曲率信息,计算出的特征函数更加符合模型的几

何特征;其次,使用迭代算法求得特征函数,可以求解任意数值的特征函数,不仅限于特征值,

使得特征函数的选取更加具有灵活性,为后续做铺垫;最后,在迭代算法的过程中加入特征线

信息,最终求得的特征函数可以很准确地将临界点定位在特征线上,这样可以生成沿特征线

的 Morse-Smale复形,通过优化生成保特征的四边形网格.所提算法简单,易于实现,输入信

息较少.
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0 引 言

数字几何用于描述空间中的几何物体,在工

业设计、影视、游戏等领域都有广泛的应用.数字

几何首先需要在计算机中对空间几何模型进行描

述,从而在此基础上进一步进行建模、分析、仿真

等.三角形网格是表述中最常用的一种网格形式,
生成技术也比较成熟,但在许多应用领域,四边形

网格却具有无可替代的优势.在数值模拟仿真中,
四边形网格的稳定性、精度、收敛速度等都优于三

角形网格;四边形网格也可以用于生成样条曲面;
四边形网格在模型参数化、纹理贴图等领域也有

着广泛的应用.在四边形网格生成中保持模型的

特征至关重要.
曲面四边形网格生成的方法很多,主要有基

于方向场的方法[1-2]、参数化方法[3-4]、“分而治之”
的方法[5-6]和基于 Morse理论的方法.Dong等[7]

基于 Morse理论,分析拉普拉斯矩阵的特征向量

得到四边形网格,算法首先计算输入网格的拉普

拉斯矩阵,求解拉普拉斯矩阵的特征向量,选择合

适的特征向量作为特征函数;然后利用该函数生

成 Morse-Smale复形完成对三角网格的四边单

元剖分;最后在此剖分的基础上进行全局分片参

数化,并在参数域上进行规则采样获得最终的四

边形网格.在之后的工作中,Huang等[8]、Zhang
等[9]和Ling等[10]加入了方向、特征对齐和各向

异性的约束,通过优化求解带有约束的广义特征

问题来求解特征函数.Huang等[8]将谱分析与离

散余弦变换的关系应用在特征函数的优化上,建
立了特征函数与其对应 Morse复形的内在联系,
通过改变拉普拉斯算子中的面积项来控制单元密

度;通过在广义拉普拉斯特征问题中引入额外的

能量项来控制 Morse复形边的方向与位置,方向

由用户输入的方向场控制,特征对齐对应于网格

边的具体位置.Zhang等[9]提出一种基于驻波构

造的各向异性四边形网格生成技术,通过挖掘四

边形网格和驻波的内在关系,将所有的用户需求

同时转化为驻波的各种物理属性约束,通过输入

密度场实现了各向异性和密度控制,同样也通过

输入方向场来实现方向和特征对齐约束.Ling
等[10]通过引入边界条件来实现特征对齐控制,通
过求 解 Helmhöltz方 程 来 得 到 特 征 函 数,在

Helmhöltz方程中加入了密度场的控制.这些算



法均需将所有用户控制和质量需求集中在一个全

局优化问题中统一求解,算法复杂,随着模型规模

的增大,计算代价将急速上升,噪声增多,也需要

后期复杂的优化.2018年,Fang等[11]将参数化和

Morse理论结合起来,算法通过用户输入标架场

来进行参数化,在参数化的过程中也输入特征线

来进行特征约束,在参数化发生退化的区域用

Morse理论来生成四边形网格,通过将两种方法

优势互补,解决了参数化的退化问题和 Morse方

法在规模较大时运算量大的缺陷.
本文将曲率信息加入到拉普拉斯矩阵中,通

过迭代的方法计算特征函数,在迭代的过程中将

特征线的信息加入,使得临界点能够准确定位到

特征线上,并通过临界点来构造保特征的 Morse-
Smale复形,进而参数化生成四边形网格.

1 技术路线

基于 Morse理论生成满足特征的四边形网

格,算法步骤概括为5步,图1是原始算法与本文

算法的对比,本文接下来将对每一步进行更加详

细的介绍.

(a)原始算法步骤
 
(b)本文算法步骤

图1 原始算法与本文算法的对比

Fig.1 Comparisonbetweentheoriginalalgorithmand
thealgorithminthispaper

2 Morse理论与 Morse-Smale复形

2.1 Morse理论

Morse理论是微分拓扑学中的一个工具,它
涉及流形的几何拓扑与定义在它们上的实值函数

间的关系,通过在流形上定义一个光滑函数f,则

f需满足f:M→R,对∀p(x)∈M,假设p点的局

部坐标系为x=(x1,x2,…,xn),若 (∂f∂x1,
∂f
∂x2
,…,

∂f
∂xn

)
p
=0,则称p 为临界点,否则为正则点.常

见的临界点有极大值点、极小值点和鞍点,具体见

图2.Morse点处的 Hessian矩阵是非奇异的,只
有所有的临界点都是 Morse点,函数f 才称为

Morse函数.

(a)极小值点 (b)鞍点 (c)极大值点

图2 二维流形上的临界点[12]

Fig.2 Criticalpointon2-manifold[12]

Banchoff[13]用分段线性函数替代光滑函数f
将 Morse理论推广到三角网格上,f 的值定义在

三角网格顶点上,通过判断顶点的一环领域内的

点来判断临界点.三角网格上光滑的 Morse函数

通常是求解一个拉普拉斯方程得到,即

Δfi=∑
j∈Ni

wij(fj-fi) (1)

式中:Ni 为顶点i 的一环领域的所有顶点的集

合,wij表示与顶点i相连接的边(i,j)的权重,在
三维流形曲面网格上,通过用拉普拉斯矩阵的形

式来表示拉普拉斯算子,即

Δf=-Lf;Lij=

(cotαij +cotβij)/2;i≠j

-∑
j∈Ni

Lij; i=j

0; 其他

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(2)
式中:αij、βij为边(i,j)的两个三角形的两个对角.
-Lf=λf,特征函数即为计算特征值所对应的特

征向量,特征值0=λ1≤λ2≤…≤λn 所对应的特征

向量e1,e2,…,en,随着特征值的增大,频率越来

越高,临界点的个数越来越多,在模型上的可视化

如图3所示.拉普拉斯方程的解称为调和函数,因
此拉普拉斯矩阵的特征向量也是离散情形下球面

调和函数的基.
2.2 Morse-Smale复形

Morse函数f,如果它的稳定流形和不稳定

流形之间只有横向相交,则f 是 Morse-Smale函

数[12],稳定流形与不稳定流形相交形成的胞腔称

为 Morse-Smale复形.Morse函数f 定义在三角
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图3 三角网格模型上调和函数的基

Fig.3 Manifoldharmonicbasisoftheinput
trianglemesh

网格上,f的值定义在三角网格顶点上,通过比较

顶点的值与一环领域内点的值来判断临界点的类

型,如图4所示.

图4 三角网格上的临界点[7]

Fig.4 Criticalpointontrianglemesh[7]

Morse-Smale复形是在一个流形上标量函数

的胞腔剖分.如图5所示,从鞍点出发沿梯度上升

或者下降最快的方向,直到达到极大值点或者极

小值点,一般来说会从鞍点引出两条上升梯度线

和两条下降梯度线,这些路径把流形分成若干四

边形区域,所有的四边形区域都有两个鞍点、一个

极大值点、一个极小值点.

图5 Morse-Smale复形[12]

Fig.5 Morse-Smalecomplex[12]

Morse-Smale复形的生成直接关乎到最终生

成的四边形网格的质量,而生成 Morse-Smale复

形的关键在于求解 Morse函数,在计算 Morse函

数时通常会充分考虑特征对齐约束的要求,但由

于离散化中的精度损失以及噪声点的影响,临界

点不能完全准确地定位在特征线上,导致 Morse-
Smale复形中的边没能与特征对齐,因此需要对

临界点进行局部扰动,使其准确定位到特征线上.
本文针对这一点提出了相应的改进算法,下面将

详细说明.

3 加入特征约束的Morse-Smale复形

生成满足模型特征的网格在曲面四边形化中

是非常重要的一个约束要求.而生成满足模型特

征的 Morse-Smale复形,关键在于求解拉普拉斯

矩阵的特征函数,即 Morse函数.本文给出如何求

解特征函数,使得临界点准确地定位在特征线上.
3.1 加入曲率信息的拉普拉斯矩阵

在计算三角网格上标量函数时,通过拉普拉

斯矩阵的某个特征值的特征向量来定义,即

-Lf=λf (3)
通过借鉴之前的研究[8,14],对拉普拉斯矩阵

的对角线进行扰动.在拉普拉斯方程中加入了模

型曲率的信息,使用三角网格曲面模型顶点上的

高斯曲率,并归一化:

k(v)=12π(2π- ∑
vi∈N1(v)

θi) (4)

其中θi 为点v 的一环领域的三角形中所对应的

顶点为v 的角的大小.曲率反映了模型表面的弯

曲程度,刻画了模型的几何特征信息,求解特征函

数的方程定义如下:

-Lf=λ(I+K)f⇒-(I+K)-1Lf=λf (5)
其中矩阵K 为对角矩阵,对角线上的元素ki 等于

第i个顶点vi 处的高斯曲率.
拉普拉斯矩阵在加入曲率信息后,临界点会

因为加入的曲率值而进行相应的位置扰动,临界

点能够更加精确地定位到模型特征的地方,生成

的 Morse-Smale复形更加贴合模型的特征,如图

6所示.
3.2 特征函数的迭代算法

通过计算拉普拉斯矩阵L 的某个特征值λk

的特征向量来作为特征函数f,在这里一般使用

的是ARPACK 稀疏矩阵特征问题求解器来求

解,求解出来的只能是特定的数值λk 所对应的特

征函数,特征函数的选取不具有灵活性,具体体现
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(a)加入曲率信息之前的结果

(b)加入曲率信息之后的结果

图6 加入曲率信息前后 Morse-Smale复形

对比结果

Fig.6 Morse-Smalecomplexresultcomparisonbefore

andafteraddingcurvatureinformation

在以下两个方面:
(1)2.1节分析的临界点个数随着特征值的

数值增大而增多,如果在求解中λk 所对应的特征

函数fk 的临界点个数偏少,而λk+1所对应的特征

函数fk+1的临界点个数偏多,根据原始的方法不

能求得fk 和fk+1之间的特征函数;
(2)想要对特征值λk 所对应的特征函数fk

做少许的扰动,或者是对局部顶点上的特征函数

做扰动,使得临界点移动到模型特征的地方,根据

原始的方法也没有办法实现.
从以上两点可以看出,特征函数的选取受到

局限,因此本文提出了一种迭代算法来计算特征

函数.

根据式(5),记L
􀮨
=(I+K)-1L,式(5)变为

-L
􀮨
f=λf⇒-(L

􀮨
+λI)f=0 (6)

对于任意的顶点vi,式(6)的第i行可以写为

- [(L
􀮨
ii+λ)fi+∑

j∈Ni

L
􀮨
ijfj ] =0⇒

f(vi)=
∑
j∈Ni

L
􀮨
ijf(vj)

-(L
􀮨
ii+λ)

(7)

这里λ不仅限于特征值,可以是任意数值,则
相对应求解出来的f就更具有灵活性,则迭代公

式即为式(7).根据拉普拉斯算子的离散形式(1),
定义全局M 上的调和能量[15]

E(f)= ∑
[vi,vj]∈M

wij(f(vj)-f(vi))2;wij=Lij(8)

当迭代求解趋于稳定时,调和能量逐渐减小并

趋于0.想要对特征值λk 所对应的特征函数fk 做

相应扰动,就将fk 作为迭代初值.算法流程如下:
输入:拉普拉斯矩阵L.
输出:特征函数f.
Step1 计算矩阵L 的特征值λk 所对应的

特征函数fk,将fk 作为迭代的初值f0.
Step2 计算调和能量E0.
Step3 对所有网格上的点进行更新:

fm+1(vi)=
∑
j∈Ni

L
􀮨
ijfm(vj)

-(L
􀮨
ii+λk±δ)

Step4 计 算 调 和 能 量 Em+1, 当

Em+1-Em <ε时,停止迭代,否则返回Step3.
3.3 加入特征信息

在模型表面生成四边形网格时,希望生成的

网格的边能与模型的特征线对齐,在基于 Morse
理论生成四边形网格的过程中,Morse-Smale复

形的边 一 定 是 四 边 形 网 格 的 边,所 以 生 成 的

Morse-Smale复形的边与模型的特征线对齐.在
本文算法中,关键是让 Morse-Smale复形的临界

点准确定位到模型的特征线上,步骤如下:
(1)首先在模型的表面画出特征线,在本文

中,为了验证算法的效果,只选取了部分特征线,
特征线的集合为Se,定义这些边的特征属性作为

输入,如图7所示

 

图7 加入特征线信息

Fig.7 Addingfeaturelineinformation

(2)在 3.2 节 的 迭 代 算 法 流 程 中,针 对

Step3,如果[vi,vj]∈Se,μij>1,否则μij=1.针
对不同的模型μij的取值不同,在本文的模型中

μij∈[1,2].特征函数的迭代公式为

fk+1(vi)=
∑
j∈Ni

μijL
􀮨
ijfk(vj)

-(L
􀮨
ii+λk±δ)

(9)

即增大特征线的权重.通过增大特征线的权重,就
可以使得原本在特征线附近的临界点,准确定位

到特征线上,并且采用迭代的算法,对不是特征线

上的点没有产生太大的影响,如图8给出了增加

特征线权重前后的结果对比.
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(a)原始的 Morse-Smale
复形

 
(b)临界点准确定位在特

征线上

图8 加入特征线的临界点前后对比图

Fig.8 Comparisondiagramsofcriticalpointsbefore
andafteraddingfeatureline

从图中可以看出,临界点都准确地定位到了

特征线上,并且其他位置的特征点没有发生太大

的变化.从之前的分析也可以知道,Morse-Smale
复形的边都是从鞍点出发,连向极大值点或极小

值点,因 此,只 要 临 界 点 在 特 征 线 上,Morse-
Smale复形的边大多就会沿着特征线,少数情况

下在特征线上存在两个相邻的临界点为极值点,
两个点之间没有复形的边,此时可以通过对偶操

作或者补齐操作来优化,补齐操作的优化过程在

下一节会详细介绍,优化使得生成的复形的边可

以沿着模型的特征线,如图9所示,蓝线是补齐算

法补齐的特征线.

图9 沿特征线的复形结果图

Fig.9 Complexresultdiagramalongfeatureline

4 Morse-Smale复形的优化

4.1 噪声点的消除

初步生成的 Morse-Smale复形会产生很多

的噪声点,如图10所示.
通过持久性简化[16]来消除不稳定的点对.在

生成的 Morse-Smale复形中,对于两个相邻的临

界点vi、vj,它们对应于特征函数所对应的标量场

的一组拓扑特征,持久性值定义为两个点的函数

值之差的绝对值,即 f(vi)-f(vj),其是描述

移除这个拓扑特征时,特征函数的变化量,持久性

值较小的点对属于不稳定点对,要进行消除.一对

       

(a)存在大量噪声的结果图
 
(b)消除噪声的结果图

图10 Morse-Smale噪声点消除前后结果图

Fig.10 Morse-Smalecomplexresultdiagramwith

andwithoutnoise

相邻的临界点,必然一个是鞍点,另一个是极值

点,定义在它们上的消除操作是指将鞍点和极值

点消除,同时将所有连向该极值点的梯度线连向

鞍点的另一个同属性的极值点.如图11所示.

图11 持久性简化操作

Fig.11 Persistencesimplifiedoperation

4.2 几何优化

希望生成的 Morse-Smale复形是近似于正

方形或者矩形,但是由于根据特征函数计算梯度

线过程中的不可控制性,初始复形的形状可能会

出现菱形、梯形等,如果不对其优化,会对后续参

数化生成四边形网格的质量产生影响,因此对全

局的复形进行形状的优化.
(1)文献[14]中提到通过参数化和松弛迭代

的方法来重新定位复形的边缘点,文献[8]中由于

加入了特征线,为了不使复形的边缘偏离特征线,
对文献[14]的方法进行了扩充,固定特征线上的

参数化值,借鉴文献[8]的算法,可以对复形的边

缘进行优化;
(2)本文迭代算法中,需要对特征线上相邻的

两个极值点之间进行补齐操作,由此一个复形区

域被分割成了两个三角形,针对因为这种情况生

成的三角形区域,可以对这些区域采用“分而治

之”的思想,将1个三角形剖分成3个四边形.

5 四边形网格生成

优化完成后的 Morse-Smale复形可以保证

生成高质量的四边形网格.将每一个复形区域参

数化到 平 面 上,这 一 步 可 以 通 过 调 和 映 射 完
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成[15],根据密度要求d,在二维平面上生成规则

的d×d维的四边形网格,再将其映回到模型表

面,输出四边形网格.
本文给出了几种模型迭代结果,如图12(c),

临界点可以很准确地与特征线对齐,通过补齐操

作可以实现最终的保特征四边形网格生成;图

12(d)给出了补齐操作的结果.几何优化部分和最

后的分区域参数化四边形网格生成都是非常成熟

的算法,在本文中没有显示,可以在以后的优化中

实现.

(a)原始的 Morse-Smale
复形

  
(b)本文输入的特征线

  
(c)本文算法使得临界点在

特征线上

 
(d)补齐操作后的 Morse-Smale

复形

图12 4个模型的结果

Fig.12 Theresultsoffourmodels

6 结 语

本文在 Morse理论的基础上,提出了一种特

征函数的新计算方法.通过迭代算法计算特征函

数,使得特征函数的选取更加具有灵活性;在迭代

算法中加入特征约束,可以将临界点准确定位在

特征线上,生成 Morse-Smale复形;最后对初始

形成的 Morse-Smale复形进行拓扑优化和几何

优化,进而生成保特征的四边形网格.本文所展示

的结果与文献[8-11]的结果相比,存在不足,但是

本文提出了计算特征函数的一种特殊的新算法,
并且这个算法实现了临界点对齐这一好的结果,
对后续的保特征的四边形网格生成起到了关键作

用,在优化完成后也可以生成质量较好的四边形

网格,并且本文提出的算法简单,易于实现,输入

信息较少,计算效率高.

后续的研究工作包括以下内容:(1)实现对目

前四边形网格的优化,并将本文算法应用到实际

问题中,验证其有效性;(2)将本文的算法推广到

高维,生成三维的 Morse-Smale复形,进而生成

六面体网格.
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ImprovedMorsealgorithmforfeature-preserving
quadrilateralmeshgeneration

JI Ranran, ZHENG Xiaopeng, LEI Na, LUO Zhongxuan*

(SchoolofSoftwareTechnology,DalianUniversityofTechnology,Dalian116620,China)

Abstract:Based onthe Morsetheory,aniterativealgorithm is proposedtocalculatethe
eigenfunction,andafeature-preservingquadrilateralmeshisgeneratedbyoptimization.Firstly,the
calculatedeigenfunctionismoreinlinewiththegeometriccharacteristicsofthemodelbyadditionof
thecurvaturetermintheLaplacianmatrix.Then,theeigenfunctioncalculatedbyiterativealgorithm
isnotonlytheeigenvectorcorrespondingtotheeigenvalue,butalsoanyarbitraryvalue.This
approachmakestheselectionofeigenfunctionsmoreflexibleforthefollow-up.Finally,thefeature
lineinformationisaddedtotheiterativealgorithm,sotheresultingeigenfunctioncanaccuratelylocate
thecriticalpointonthefeatureline,thengenerateafeature-alignmentMorse-Smalecomplex.By
optimization,thefinalfeature-preservingquadrilateralmeshisgenerated.Theproposedalgorithmis
simple,easytoimplementandlessinput.

Keywords:Morsetheory;iterativealgorithm;feature-preserving;quadrilateralmesh
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