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摘要:研究一类切换正系统,其中包括稳定及不稳定子系统,分别将其运行区间看作τ部分

与T 部分,建立持续驻留时间切换正系统模型.基于此,结合多余正Lyapunov函数方法建立

系统稳定性判据并获得持续驻留时间具体数值,降低已有平均驻留时间结果的保守性.此外,

在持续驻留时间切换条件下通过累积计算每个阶段切换次数上限的方法,进一步分析切换正

系统的l1 增益性能并计算出l1 增益.所获得条件均为标准线性规划形式,方便在 Matlab中

利用Linprog函数求解.最后,通过数值仿真验证了所提方法的可行性.
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0 引 言

切换正系统是由一组正子系统以及某种逻辑

切换法则组成的特殊混杂系统[1].由于应用范围

广、设计算法易实现等优点,切换正系统成为控制

领域研究的热门课题.具体到实际应用中,切换正

系统可用来建立人类免疫缺陷病毒突变模型[2]以

及刻画分岔路交通控制系统[3]等.但切换正系统

兼具子系统之间切换特性及变量非负特性使得对

其研究非常困难.
其一,子系统之间切换特性对系统稳定性分

析至关重要,切换特性的不同导致系统动态特性

存在差异.一般情况下,实际系统需使用多个模态

进行描绘[4],例如在电路系统中,切换特性更多地

体现在开关处,即切换可能会导致系统模态的变

化,进而导致系统稳定性的变化.在所研究的切换

系统中,构造合适的切换策略才能使得整个切换

系统稳定[5].
其二,变量非负特性是切换正系统区别于普

通切换系统的额外性质,因此会导致许多现有研

究成果过于保守甚至不能直接使用.从20世纪后

期至今,对系统非负特性的研究从未中断,生物

学、经济学、医学等学科中均有涉猎,具体可参考

文献[6-9].与一般切换系统不同,针对切换正系

统提出余正 Lyapunov函数方法进行稳定性分

析,能够充分利用变量非负特性,降低保守性.
对于切换正系统稳定性分析问题,结合切换

系统理 论 及 正 系 统 理 论,通 常 运 用 共 同 余 正

Lyapunov函数和多余正Lyapunov函数方法进行

研究.前者用于系统在任意切换下的稳定性分析.
但在具体实践中,不可能总是确保切换系统的所

有子系统都渐近稳定并共享一个 Lyapunov函

数,故此方法研究受约束切换情形具有局限性,转

而使用多余正Lyapunov函数方法更为合理.对

多余正Lyapunov函数方法的具体应用可参考文

献[10-11].
在受约束的切换信号下,切换系统的稳定性

研究主要包括依时间、依状态或者两者兼存在.但

在实际应用中,依状态的切换系统运行成本过高

且只适用于状态可测量的系统,故而更多的研究

是基于依时间的研究上.依时间的切换策略具体

为驻留时间、平均驻留时间以及持续驻留时间.驻

留时间策略要求两个相邻切换点之间的运行时间



大于驻留时间,文献[12]采用驻留时间策略分析

了连续时间切换系统的稳定性.平均驻留时间策

略比驻留时间策略更为普遍,允许系统在必要时

快速切换,稍后以低速切换进行补偿.文献[13]应

用平均驻留时间策略对线性切换系统进行稳定性

分析.持续驻留时间策略比驻留时间策略与平均

驻留时间策略更具有一般性,将其区间长度进行

某种限制与变化,可得到驻留时间及平均驻留时

间策略均为持续驻留时间策略更为独特的情形.
已有研究大多假设所有子系统均稳定,但在

具体实践中,系统不可能总是稳定的,故含有不稳

定子系统的切换系统也值得深入研究.文献[14]

首次对含有不稳定子系统的切换正系统进行稳定

性分析.但其平均驻留时间策略要求子系统驻留

时间的平均值要大于一个特定的下界,这在某些

具体实践应用中不易实现.特别是限制其不稳定

子系统平均驻留时间下界导致结果比较保守并且

不合理,采用持续驻留时间策略研究含有不稳定

子系统的切换系统更为合理.
由l2 范数诱导的l2 增益性能可描述外部扰

动对系统输出的影响.而对于切换正系统,运用l1
范数诱导的l1 增益描述扰动对系统输出的影响

更为合理.例如文献[15]讨论了周期分段切换正

系统的稳定性和l1 增益性能.文献[16]运用余正

Lyapunov函数方法研究了在驻留时间策略下切

换正系统的渐近稳定特性以及l1 增益性能分析.
尽管l1 增益特征的重要性已经被广泛认知,但带

有不稳定子系统的切换正系统的l1 增益相关研

究却很少被注意到,尤其是运用持续驻留时间策

略,本文有意解决此问题.
受上述讨论启发,本文研究含有不稳定子系

统的切换正系统的渐近稳定及l1 增益性能问题.
利用持续驻留时间策略对稳定子系统与不稳定子

系统之间的切换关系进行建模,其中该切换系统

的不稳定部分允许任意切换.在此基础上建立使

得系统稳定的判据并计算出未加权的l1 增益.
符号标记:Rn

+ 表示所有非负实向量空间集

合.A≻0(≺ 0)意味着矩阵A 的所有元素都为正

(负).R+表示非负实数集.x 表示1-范数.定义

1 =(1 1 … 1)T.

1 问题描述和预备知识

考虑如下离散时间系统:

 
x(k+1)=Aσ(k)x(k)+Gσ(k)ω(k)

z(k)=Dσ(k)x(k)+Eσ(k)ω(k)
(1)

其中x(k)∈Rn
+ 为系统状态且初始状态x(k0)≻

0,ω(k)∈Rn
+为扰动输入,且满足∫

∞

0
w(k)dt<

+∞,z(k)∈Rq 为系统输出.σ(k):[0,∞)→M=
{1,2,…,m}为依时间的切换信号,m 是子系统的

个数.为确保系统(1)为正系统,所有系数矩阵均

为具有相容维数的常值矩阵且满足Ai≻0,Gi≻

0,Di≻0,Ei≻0.不失一般性,假定当i∈{1,2,…,

r}时,第i个子系统稳定;当i∈{r+1,r+2,…,

m}时,第i个子系统不稳定.
定义1[16] 在切换系统(1)中对于任意切换

信号σ(k),给定常值τ与T.若存在大于等于τ的

时间间隔且间隔T 内系统σ(k)取值唯一,连续两

个这样的时间间隔被不超过T 的间隔分开,则τ
称作持续驻留时间,而T 称作持续周期.

注1 本文在持续驻留时间的切换规则下,

时间区间可分为多个阶段,每一个阶段包含两个

部分:τ部分和T 部分.对切换正系统(1),稳定子

系统的运行区间被看作τ部分,不稳定子系统的

运行区间被看作T 部分.在T 部分内允许任意切

换但是T 部分的长度不会超过常值T.
如图1所示,将系统整个运行区间看作多个

阶段.区间[kp,kp+1)代表第p个阶段,其中kl
p 表

示切换 瞬 间,l={0,1,…,n},kp=k0p 且k1p,

k2p,…,kn
p 为不稳定子系统的切换瞬间,第p 个阶

       

图1 持续驻留时间切换时序图

Fig.1 Thesequencediagramofpersistentdwell

timeswitching
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段的区间长度为τp+Tp,其中τp 为τ 部分[kp,

k1p)的长度,Tp 为T 部分[k1p,kp+1)的长度.显然,

由定义1可知,τp≥τ,Tp≤T.
定义2[17] 对于切换系统(1),在给定的切换

信号下如果下述条件成立:

(1)当ω(k)≡0时,切换系统(1)全局一致渐

近稳定;

(2)当ω(k)≠0时,在零初始条件下,满足如

下不等式:

∑
∞

k=0
z(k)≤γ∑

∞

k=0
ω(k) (2)

则称切换系统(1)全局一致渐近稳定且具有l1 增

益γ.

2 主要内容

本章给出保证含有不稳定子系统的切换正系

统的稳定性及l1 增益性能的充分条件,并计算持

续驻留时间切换条件.接下来进行ω(k)≡0时的

稳定性分析,得到如下定理.
定理1 当ω(k)≡0时,给定常量μ>1,

0<α<1,β>1时,如果存在一组向量νi≻0,使得

对于∀i,j∈M 下列不等式满足

νi-μνj≺0;i≠j (3)

AT
iνi-ανi≺0;1≤i≤r (4)

AT
iνi-βνi≺0;r+1≤i≤m (5)

那么切换系统(1)在持续驻留时间满足

τ>τp=Tlnβ+(T+1)lnμ
-lnα

(6)

的切换信号下全局一致渐近稳定.
证明 针 对 切 换 系 统 (1)构 造 多 余 正

Lyapunov函数

Vσ(k)(x(k))=xT(k)νσ(k) (7)

对于∀i,j∈M,i≠j,由式(3)以及状态非负性可

得,在切换点处,

Vi(x(kl
p))<μVj(x(kl

p-1)) (8)

在τ部分[kp,k1p),由式(4)可得

Vi(x(k+1))<αVi(x(k)) (9)

在T 部分[k1p,kp+1),由式(5)可得

Vi(x(k+1))<βVi(x(k)) (10)

考虑τ部分只有一个稳定子系统运行,T 部分有

不稳定子系统运行且允许任意切换,结合式(7)~
(10)可得

 Vσ(kp+1)
(x(kp+1))≤

μβkp+1-k
n
pVσ(knp)

(x(kn
p))≤

μβkp+1-k
n
p[μβknp-k

n-1
p Vσ(kn-1p

)(x(kn-1
p ))]≤…≤

μN(k1p,kp+1)βkp+1-k
1
pVσ(k1p)

(x(k1p))≤

μN(k1p,kp+1)βkp+1-k
1
pμαk1p-kpVσ(kp)

(x(kp))≤

μTp+1ατpβTpVσ(kp)
(x(kp))

因为τp≥τ,Tp≤T,可得

Vσ(kp+1)
(x(kp+1))≤ηVσ(kp)

(x(kp)) (11)

其中μT+1ατβT=η.由式(11)容易得

Vσ(kp)
(x(kp))≤ηpVσ(k0)

(x(k0)) (12)

对于∀k∈[kp,kp+1)可得

Vσ(k)(x(k))≤ηVσ(kp)
(x(kp))≤ηpVσ(k0)

(x(k0))

(13)

由于

Vσ(k)(x(k))=xT(k)νσ(k)≥ε2 x(k) (14)

Vσ(k0)
(x(k0))=xT(k)νσ(k)≤ε1 x(k) (15)

其中ε2=min{νi},ε1=max{νi},那么

x(k)≤ληp+1Vσ(k0)
(x(k0)) (16)

其中λ=ε1/ε2.根据定义1,由式(16)得切换系统

(1)全局一致渐近稳定,定理得证.
注2 定理1中,参数α代表稳定子系统的

最小稳定裕度;参数β代表所有不稳定子系统的

最大不稳定度;参数μ 代表切换前后Lyapunov
函数值之间的关系.在仿真中,首先确定参数α、β
和μ 保证定理1中式(3)~(5)成立,进而为了获

得较小的持续驻留时间对参数值再进行修正.
注3 对于普通系统的稳定性可构造二次型

Lyapunov函 数 方 法 进 行 研 究,即 只 要 满 足

Lyapunov函数在全状态域内均收敛就可保证稳

定性.但对于切换正系统来说,由于状态正性约

束,仅需要保证Lyapunov函数在非负象限的收

敛性即可获得稳定性结果.此时若依然选用二次

型Lyapunov函数会导致结果的保守性,因此需

要寻 找 新 的 研 究 方 法 体 系.本 文 构 造 余 正

Lyapunov函数,此前关于二次型Lyapunov函数

方法体系中的线性矩阵不等式等理论均不再适

用,这造成切换正系统稳定性研究的困难.
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定理2 针对切换系统(1),给定常量μ>1,

0<α<1,β>1,如果存在切换向量νi≻0,i∈M,

γ>0,使得式(3)及下列不等式满足

AT
iνi-ανi+DT

i1≺0;1≤i≤r (17)

AT
iνi-βνi+DT

i1≺0;r+1≤i≤m (18)

GT
iνi+ET

i1-γ1≺0;i∈M (19)

那么在持续驻留时间满足式(6)的切换信号下切

换系统(1)全局一致渐近稳定且具有l1 增益γ1=

φγ,其中

φ=μT+1 (βα )
T 1-α
1-η

1
T+τ

证明 ω(k)≡0时,若式(17)、(18)成立,则

式(4)、(5)成立.通过定理1可得,切换系统(1)全

局一致渐近稳定.下面考虑ω(k)≠0的情况.对

于1≤i≤r,即稳定子系统运行时,由式(7)得

Vi(x(k+1))-αVi(x(k))+ z(k)-γ ω(k)≤
xT(k)νi-αxT(k)νi+xT(k)DT

i1 +ωT(k)ET
i1 -

γωT(k)1≤xT(k)(AT
iνi-ανi+DT

i1)+

ωT(k)(GT
iνi+ET

i1 -γ1) (20)

由式(17)、(19)和(20)可得

Vi(x(k+1))-αVi(x(k))≤- z(k)+
γ ω(k) (21)

采取同样的方式,对于r+1≤i≤m,即不稳定子

系统运行时有

Vi(x(k+1))-βVi(x(k))+ z(k)-γ ω(k)≤
xT(k)νi-βxT(k)νi+xT(k)DT

i1 +ωT(k)ET
i1 -

γωT(k)1≤xT(k)(AT
iνi-βνi+DT

i1)+

ωT(k)(GT
iνi+ET

i1 -γ1) (22)

由式(18)、(19)和(22)可得

Vi(x(k+1))-βVi(x(k))≤- z(k)+
γ ω(k) (23)

定义Λ(k)= z(k)-γ ω(k).因此,针对p 阶

段,由式(3)、(21)及(23)可得

Vσ(kp+1)
(x(kp+1))≤

μ[βVσ(knp)
(x(kn

p))-Λ(kn
p)]≤

μβ[μβVσ(kn-1p
)(x(kn-1

p ))-

μΛ(kn-1
p )]-μΛ(kn

p)≤…≤

(μβ)N
(k1p,kp+1)Vσ(k1p)

(x(k1p))-

∑
kp+1-1

l=k1p

μN(l,kp+1)βN(l,kp+1-1)Λ(l)≤

(μβ)N
(k1p,kp+1)[αVσ(τn)

(x(τn))-Λ(τn)]-

∑
kp+1-1

l=k1p

μN(l,kp+1)βN(l,kp+1-1)Λ(l)≤

(μβ)N
(k1p,kp+1)αk1p-τ

n
pVσ(τnp)

(x(τn
p))-

(μβ)N
(k1p,kp+1)Λ(τn

p)-

∑
kp+1-1

l=k1p

μN(l,kp+1)βN(l,kp+1-1)Λ(l)≤…≤

μN(kp,kp+1)βN(k1p,kp+1)αk1p-kpVσ(kp)
(x(kp))-

∑
kp+1-1

l=kp
μN(l,kp+1)αk1p-τ

1
pβN(l,kp+1-1)Λ(l)≤…≤

μN(k0,kp+1)αS↓(k0,k
1
p
)
βS↑(k

1
0,kp+1)Vσ(k0)

(x(k0))-

∑
k-1

l=k0
μN(l,k)αS↓(l,k)βS↑(l,k)Λ(l)

因此在零初始条件下,可得

∑
k-1

l=k0
μN(l,k)αS↓(l,k)βS↑(l,k)Λ(l)≤0 (24)

由τp≥τ,Tp≤T 可得(τ-1)(Tp-T)≤0,即

τTp≤Tτ+Tp-T (25)

假设[l,k)在p阶段,有

 k-l
Tp+τ

(Tp+1)(Tp+τ)(T+τ)=

(k-l)(Tp+1)(T+τ)=
(k-l)(TpT+Tpτ+T+τ)<
(k-l)(TpT+Tτ+Tp+τ) (26)

且

 k-l
T+τ

(T+1)(Tp+τ)(T+τ)=

(k-l)(T+1)(Tp+τ)=
(k-l)(TpT+Tτ+Tp+τ) (27)

因此

 k-l
Tp+τ

(Tp+1)(Tp+τ)(T+τ)=

k-l
T+τ

(T+1)(Tp+τ)(T+τ)

上式两边均除以(Tp+τ)(T+τ),得

k-l
Tp+τ

(Tp+1)<k-l
T+τ

(T+1) (28)

令ψp[l,k)表示p 阶段属于[l,k)中的区间,

因此有

 N(l,k)≤∑
n

p=1

ψp(k,l)
Tp+τp

(Tp+1)+(T+1)≤
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∑
n

p=1

ψp(k,l)
Tp+τ

(Tp+1)+(T+1)≤

∑
n

p=1

ψp(k,l)
T+τ

(T+1)+(T+1)≤

(k-lT+τ+1)(T+1) (29)

假设[l,k)存在n个完整的阶段,[l,k)中的切换

次数满足下述不等式:

0≤N(l,k)≤ (k-lT+τ+1)(T+1) (30)

0≤S↑(l,k)≤ (k-lT+τ+1)T (31)

结合式(30)、(31)可得

∑
k-1

l=k0
μN(l,k)αS↓(l,k)βS↑(l,k)z(k)≤

γ∑
k-1

l=k0
μ

k-l
T+τ+1( )(T+1)αS↓(l,k)+S↑(l,k)×

(βα )
S↑(l,k)

ω(k)≤

γμT+1∑
k-1

l=k0
μ

k-l
T+τ( )(T+1)αk-l(βα )

k-l
T+τ+1( )T

ω(k)≤

γμT+1 (βα )
T

∑
k-1

l=k0
μ

k-l
T+τ( )(T+1)×

αk-l(βα )
k-l
T+τ( )T

ω(k)≤

γμT+1 (βα )
T

∑
k-1

l=k0
[μ

T+1
T+τ (βα )

T
T+τ
α]

k-l
ω(k)≤

γμT+1 (βα )
T

∑
k-1

l=k0
(η

1
T+τ )

k-l
ω(k) (32)

由式(6)可得

η
1

T+τ<1 (33)

由式(32)、(33)可得

∑
∞

k=k0+1
∑
k-1

l=k0

αk-l z(k)≤

γμT+1 (βα )
T

∑
∞

k=k0+1
∑
k-1

l=k0

(η
1

T+τ)k-l ω(k)

变换积分区间得

 ∑
∞

l=k0
∑
∞

k=l+1
αk-l z(k)≤

γμT+1 (βα )
T

∑
∞

l=k0
∑
∞

k=l+1
ηk-l ω(k) (34)

运用代数运算和几何级数的求和公式,可得

∑
∞

l=k0

z(k)≤γ1∑
∞

l=k0

ω(k) (35)

其中

ψ=μT+1 (βα )
T 1-α
1-η

1
T+τ
,γ1=ψγ

综上所述,根据定义2,可得切换系统(1)全

局一致渐近稳定且具有l1 增益,定理得证.

3 数值算例

考虑如下3个二阶离散切换正系统及对应的

系数矩阵:

A1=
0.2 0.6

0.3 0.4

æ

è
çç

ö

ø
÷÷, A2=

0.2 0.6

0.6 0.8

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

A3=
1.1 0.8

0.2 0.6

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

D1=(0.1 0.3), D2=(0.4 0.2),

D3=(0.3 0.3)

G1=(0.2 0.1), G2=(0.1 0.2),

G3=(0.1 0.1)

E1=(0.1), E2=(0.2), E3=(0.3)

外部扰动选取ω(k)=e-0.1k sin0.2k .由系统参

数知第1个子系统稳定,其余系统不稳定.选择参

数α=0.57,β=1.36,μ=1.02,T=6.通过式(6)

计算得τ=3.5287.选取初始值x(0)=(1.2 

0.5)且在时间区间[0,20]内切换信号图如图2所

示,稳定子系统区间大于τ,不稳定子系统区间被

限制在T 之内,符合持续驻留时间策略.在此切

换信号下,切换系统(1)的状态轨迹图如图3所

示,可观察到系统稳定,验证了定理1的有效性.

图2 切换信号图

Fig.2 Thediagramofswitchingsignal
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图3 状态轨迹图

Fig.3 Thediagramofstatetrajectory

存在外部扰动时,系统的l1 增益γ1 与持续

驻留时间的关系如图4所示,容易发现持续驻留

时间增大时,l1 增益呈下降趋势且有下界.

图4 l1 增益与持续驻留时间关系

Fig.4 Relationshipbetweenl1-gainandpersistent

dwelltime

4 结 语

本文在持续驻留时间策略下分析了包括不稳

定子系统的切换正系统的稳定性问题.相较于驻

留时间策略与平均驻留时间策略,持续驻留时间

策略适用范围更广.同时,通过多余正Lyapunov
函数方法给出系统全局一致渐近稳定的充分条

件.其次,通过线性规划问题对系统进行增益分

析,求解出一个未加权的l1 增益.最后,通过对含

有一个稳定子系统以及两个不稳定子系统的切换

系统进行仿真,验证了所采用方法的有效性.
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Stabilityandl1-gainperformanceanalysisforswitchedpositivesystems

LIU Jiao*, KONG Xiangna, KANG Le

(SchoolofArtificialIntelligence,HebeiUniversityofTechnology,Tianjin300401,China)

Abstract:Aclassofswitchedpositivesystemsincludingstableandunstablesubsystemsarestudied.
Theoperationintervalsofstableandunstablesubsystemsareregardedasτ-portionandT-portion
respectively,thentheswitchedpositivesystemsmodelwithpersistentdwelltimeswitchingcanbe

established.Onthisbasis,byusingthemultipleco-positiveLyapunovfunctionsmethod,thestability
criterionisestablishedandthespecificvalueofpersistentdwelltimeiscalculated.Comparedtothe

existingresultsbasedonaveragedwelltimemethod,theconservatismisreduced.Furthermore,

undertheconditionofpersistentdwelltimeswitching,thel1-gainperformanceofswitchedpositive
systemisanalyzedandthel1-gainisobtainedbycumulativelycalculatingtheupperlimitofnumberof
switchesineachstage.Alltheaboveconditionsareintheformofstandardlinearprogramming,

whichisconvenienttosolvebyusingLinprogfunctioninMatlab.Finally,numericalsimulationis

presentedtoverifythefeasibilityoftheproposedmethod.

Keywords:switchedpositivesystem;persistentdwelltime;stability;l1-gainperformance
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