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比率依赖的修正Leslie-Gower捕食-食饵模型正解存在性和唯一性
窦 晓 霞, 李 海 侠*

(宝鸡文理学院 数学与信息科学学院,陕西 宝鸡 721013)

摘要:研究了一类基于比率依赖的修正Leslie-Gower捕食-食饵扩散模型.首先利用不动点

指数理论给出了正解的存在条件.其次通过扰动理论结合不动点指数理论讨论了正解的唯一

性和稳定性,得到了正解唯一且稳定的条件.最后运用抛物方程的比较原理分析了系统的渐

近行为.研究结果表明,参数满足一定条件时,两物种能够共存,而且系统恰好存在唯一稳定

的正解.
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0 引 言

捕食-食饵模型是生态学与生物数学的一个

重要研究课题,具有丰富的动力学行为,已成为生

态领域研究的核心内容,受到了国内外数学家和

生物学家的广泛关注.生物模型中反应函数的引

入提高了有实际背景生物模型的精确度,因此,生

物学家和数学家建立并研究了具有不同反应函数

的捕食-食饵模型.这些研究包括经典的 Holling-

Ⅱ型[1-5]、比率依赖型[6-7]、Beddington-DeAngelis

型[8]、Crowley-Martin型[9-12]和Ivlev型[13-14]等反

应函数.现实中随着食饵数量的增加,食饵的防御

能力也会提高,这对捕食者会起到抑制作用.于是

为了 模 拟 这 种 抑 制 现 象,Andrews 提 出 了

Holling-Ⅳ型反应函数.文献[15]讨论了具有简

化Holling-Ⅳ型反应函数的捕食-食饵扩散模型,

利用分歧理论得到了正分歧解的存在性和稳定

性,并通过不动点指数理论给出了正解的存在性.
文献[16]考察了具有Holling-Ⅳ型反应函数的捕

食-食饵模型,讨论了稳态解的存在性和稳定性、

倍周期分歧和 Neimark-Sacker分歧的存在性和

方向.本文主要考虑一类基于比率依赖的简化

Holling-Ⅳ型反应函数的捕食-食饵扩散模型,运

用反应扩散方程和非线性泛函分析等理论,通过

考察食饵和捕食者的增长率以及捕食者的捕获率

等因素的影响来研究该模型的动力学行为.

1 模型介绍

文献[17]在齐次Neumann边界条件下讨论

了如下比率依赖的Leslie-Gower捕食-食饵模型:

ut=ru(1-u
k )- muv2

u2+av2
;t>0

vt=bv(1-v
u ); t>0

(1)

式中:ut 和vt 分别表示食饵和捕食者在t时刻的

浓度,r和b 分别是u 和v 的最大增长率,k代表

食饵的环境容纳量,m 表示捕食者的捕获率,a表

示半饱和常数.作者研究了正解的有界性和持久

性、平衡态解的稳定性和全局稳定性,以及 Hopf

分歧解的存在性和稳定性.系统(1)中的v
u

是

Leslie-Gower项[18-19].由于Leslie-Gower项可能



无界,从而失去经典函数的好性质,因此,为了更

合理地模拟生物模型动力学行为,通常在其分母

上加一正常数.
考虑到捕食者和食饵受空间非均匀分布的影

响,本 文 在 Robin边 界 条 件 下 研 究 如 下 修 正

Leslie-Gower捕食-食饵扩散模型:

ut-Δu=ru(1-u
k )- muv2

u2+av2
;x∈Ω,t>0

vt-Δv=bv(1- v
u+c); x∈Ω,t>0

∂u
∂n+u=

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω,t>0

u(x,0)=u0(x)≥0,≢0; x∈Ω

v(x,0)=v0(x)≥0,≢0; x∈Ω

(2)

其中Ω 是RN(N≥1)中带有光滑边界∂Ω 的有界

区域,Δ是Laplacian算子,n是∂Ω 的单位外法向

量.c表示环境对捕食者的保护程度.系统(2)中

的参数r、k、m、a、b、c都是正常数,初值u0(x)、

v0(x)是连续函数.系统(2)中的 uv
u2+av2

是基于比

率的简化 Holling-Ⅳ型反应函数.v
u+c

称为修正

Leslie-Gower项.目 前 很 多 学 者 对 具 有 修 正

Leslie-Gower项的捕食-食饵模型进行了研究.如

文献[3,8-9,11,16,20]和[2,10,12]分 别 在

Neumann和Dirichlet边界条件下考察了具有修

正Leslie-Gower项的捕食-食饵模型的动力学性

质,其中文献[2]分析了具有 Holling-Ⅱ反应函数

的捕食-食饵模型正解的存在性、唯一性和稳定

性;文献[10,12]研究了具有Crowley-Martin型

反应函数的捕食-食饵模型正解的存在性、唯一

性、稳定性和多重性.
从生物学的现实意义上来讲,物种是否能够

共存是对生物模型最重要的研究内容之一.因此

本文重点讨论系统(2)对应的平衡态系统

-Δu=ru(1-u
k )- muv2

u2+av2
; x∈Ω

-Δv=bv(1- v
u+c); x∈Ω

∂u
∂n+u=

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω

(3)

正解的存在性、唯一性和稳定性.然而(0,0)点是

系统(3)的奇异点,导致系统(3)在(0,0)点指数的

计算增加了难度,也就是说比率依赖项 muv
u2+av2

的

引入使得系统的研究变得复杂,所以目前在齐次

Robin边 界 条 件 下 对 比 率 依 赖 的 修 正 Leslie-

Gower捕食-食饵扩散模型的研究很少见.
为了得到重要的结论,给出本文需要的预备

知识.
令λ1(p)是特征值问题

-Δψ+p(x)ψ=λψ; x∈Ω

∂ψ
∂n+ψ=0

; x∈∂Ω

的主特征值,这里p(x)∈C(Ω),则λ1(p)连续依

赖p,λ1(p)是简单的.而且,若p1≤p2,p1≢p2,则

λ1(p1)<λ1(p2).为了简单起见,记λ1(0)为λ1,相

应于λ1 的主特征函数为φ1.
易知当r>λ1 时,如下方程

-Δu=u(r-au); x∈Ω

∂u
∂n+u=0

; x∈∂Ω
(4)

存在唯一正解,记为θ(r,a).而且,θ(r,a)<r/a.

2 正解的存在性

利用不动点指数理论讨论系统(3)正解的存

在性.
易知:当r>λ1 时,系统(3)存在半平凡解

(θ(r,r/k),0);当b>λ1 时,系统(3)存在半平凡解

(0,θ(b,b/c)).简单起见,记θ(r,r/k)为u*,θ(b,b/c)为

v*.
首先,运用特征值的比较原理以及最值原理

易得正解存在的必要条件和先验估计.
引理1 若系统(3)存在正解(u,v),则r>

λ1,b>λ1.
证明 从系统(3)的第一个方程和特征值的

比较 原 理 有 0=λ1 ( -r+ru
k + mv2

u2+av2 ) >

λ1(-r).因此,r>λ1.同理可得b>λ1.

□
引理2 若系统(3)有非负解(u(x),v(x))
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且u≢0,v≢0,则0<u(x)≤u*<k,v*≤v(x)<

k+c,x∈Ω.而且,若r>λ1+m
a
,则u>θ r-m

a,
r
k( ) .

证明 首 先 由 最 值 原 理 可 得 u(x)>0,

v(x)>0.因为-Δu≤ru(1-u
k ),所以根据引理

1、上下解方法和u*的唯一性可得u(x)≤u*.于

是u(x)≤u*<k.类似得v*≤v(x)<k+c以及

u>θ r-m
a,

r
k( ) .

□

令f(u,v)=ru (1-u
k ) - muv2

u2+av2
,g(u,

v)=bv(1- v
u+c),显然(0,0)是系统(3)的奇异

点,应用Kuang等[6]的思想,假设f(0,0)=0,更

确切地说,因为 lim
(u,v)→(0,0)

uv2
u2+av2=0

,所以可以将

uv2
u2+av2

延拓到{(u,v):u≥0,v≥0}使得(0,0)是

系统(3)的平凡解.
为了计算不动点指数,引入以下记号:

E=C1B(Ω)×C1B(Ω),其中C1B(Ω)= {w∈

C1(Ω):∂w∂n+w=0,x∈∂Ω};D={(u,v)∈E:u≤

k+1,v≤k+c+1};W=P1×P2,其中Pi={w∈

C1B(Ω):w(x)≥0,x∈Ω},i=1,2;D'=(intD)∩

W.
下面在{(u,v):u≥0,v≥0}上定义函数

f̂(u,v)=
u(r-ruk-

mv2
u2+av2 ); (u,v)≠(0,0)

0; (u,v)=(0,0)

ì

î

í

ïï

ïï

ĝ(u,v)=g(u,v)

定义算子F:D'→W 为

F(u,v)=(-Δ+M)-1
f̂(u,v)+Mu

ĝ(u,v)+Mv

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

这里M 是满足M>max{m/a,b(k+c)/c}的充分

大的常数.于是F 是紧且连续可微算子.显然系

统(3)存在非负解当且仅当算子F在D 中存在不

动点.
接下来运用文献[21]中的定理1给出算子F

在平凡解和半平凡解处的不动点指数.
引理3 设r>λ1,b>λ1,则

(i)index
W
(F,D')=1;

(ii)若r>λ1+m
a
,b>λ1,则index

W
(F,(0,0))=

0;

(iii)index
W
(F,(u*,0))=0;

(iv)若r>λ1+m
a
,则index

W
(F,(0,v*))=0;

若r<λ1+m
a
,则index

W
(F,(0,v*))=1.

由于引理3中(ii)的证明较复杂,所以在此只

证明(ii).为了计算index
W
(F,(0,0)),再定义函数

f
-(ε,u,v)=

u(r-ruk-
mv2

ε+u2+av2 );

  (u,v)≠(0,0)

0;(u,v)=(0,0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

g-(ε,u,v)=ĝ(u,v)

以及算子Fε 为

Fε(u,v)=(-Δ+M)-1
f
-(ε,u,v)+Mu

g-(ε,u,v)+Mv

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

性质1 若r>λ1,b≠λ1,或者r≠λ1,b>λ1,

则index
W
(Fε,(0,0))=0.

性质2 若r>λ1+m
a
,b>λ1,则index

W
(F,

(0,0))=0.
证明 首先证明(0,0)是F在W 中的孤立不

动点.假设不成立,则存在非负非平凡解 Wi=
(ui,vi),使 得 当i→∞时 Wi→(0,0)且(I-

F)Wi=0.于是ui、vi 满足

-Δui=rui(1-ui

k )- muivi
2

ui
2+avi

2; x∈Ω

-Δvi=bvi(1- vi

ui+c); x∈Ω

∂ui

∂n+ui=
∂vi

∂n+vi=0; x∈∂Ω

显然,当ui≡0时,vi=v*;当vi≡0时,ui=

θ r,rk( ) .因此只考虑Wi=(ui,vi),ui≥0,≢0,vi≥

0,≢0的情况.由最值原理只需讨论 Wi=(ui,

vi),ui>0,vi>0即可.由引理2,若r>λ1+m
a
,
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b>λ1,则ui>θ r-m
a,

r
k( ),vi>v*.这与 Wi=(ui,

vi)→(0,0)产生矛盾,所以(0,0)是F 在W 中的

孤立不动点.
接下来证明存在σ0>0使得对所有的U=

(u,v)∈B((0,0),σ0)∩W\{(0,0)},(I-Fε)U≠

0.否则,存在ε0>0以及Ui=(ui,vi)∈B ((0,

0),1i )∩W\{(0,0)},(I-Fε0
)U=0.显而易见,

Ui=(ui,vi)→(0,0)(i→∞).而且ui、vi 满足

-Δui=rui(1-ui

k )- muivi
2

ε0+ui
2+avi

2; x∈Ω

-Δvi=bvi(1- vi

ui+c); x∈Ω

∂ui

∂n+ui=
∂vi

∂n+vi=0; x∈∂Ω

类似前面的讨论,仅考虑ui>0,vi>0的情形.令

ûi=
ui

ui ∞
,v̂i=

vi

vi ∞
,则

-Δûi=rûi(1-ui

k )- mvi
2

ε0+ui
2+avi

2ûi;x∈Ω

-Δv̂i=bv̂i(1- vi

ui+c); x∈Ω

∂ûi

∂n+ûi=
∂v̂i

∂n+v̂i=0; x∈∂Ω

由Lp 估计和Sobolev嵌入定理可知存在û、v̂使

得ûi→û≥0,≢0,v̂i→v̂≥0,≢0.利用最值原

理得û>0,v̂>0.对上式取极限,得

-Δû=rû; x∈Ω

-Δv̂=bv̂; x∈Ω

∂û
∂n+û=

∂v̂
∂n+v̂=0

; x∈∂Ω

则r=λ1,b=λ1,与已知产生矛盾.最后由不动点

指数 的 同 伦 不 变 性,可 得index
W
(F,(0,0))=

index
W
(Fε,(0,0))=0.

□
最后由引理3并结合不动点指数的可加性可

得系统(3)正解存在的充分条件.

定理1 若r>λ1+m
a
,b>λ1,则系统(3)至

少存在一个正解.

证明 由于r>λ1+m
a
,b>λ1,利用引理3得

index
W
(F,D')=1,index

W
(F,(0,0))=index

W
(F,

(u*,0))=index
W
(F,(0,v*))=0.

则

index
W
(F,D')≠index

W
(F,(0,0))+index

W
(F,(u*,

0))+index
W
(F,(0,v*))

因此系统(3)至少存在一个正解.

□

3 正解的唯一性和稳定性

本章分析参数m 对系统(3)正解唯一性和稳

定性的影响,给出正解唯一且稳定的条件.
若r>λ1,b>λ1,则问题

-Δv=bv(1- v
u*+c); x∈Ω

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω

存在唯一正解,记作v*.

引理4 假设r>λ1,b>λ1,则存在正常数s􀮨

使得对于m≤s􀮨,系统(3)的任意正解(如果存在)

非退化且线性稳定.
证明 采用反证法.假设对于mi→0的序列

{mi},系统(3)存在退化或线性不稳定的正解(ui,

vi),其中m=mi,i≥1,于是存在Re(μi)≤0的μi

和 ξi
2
L2+ ηi

2
L2=1的(ξi,ηi)≠(0,0)使得

 -Δξi-r(1-2ui

k )ξi+
(av2i-u2i)miv2i
(u2i+av2i)2 ξi+

  2miu3
ivi

(u2i+av2i)2ηi=μiξi;x∈Ω

-Δηi-b(1- 2vi

ui+c)ηi-
bvi

2

(ui+c)2ξi=μiηi;

  x∈Ω

∂ξi

∂n+ξi=
∂ηi

∂n+ηi=0;x∈∂Ω (5)

容易看出,mi→0时,(ui,vi)→(u*,v*).给式(5)

两边分别乘以ξi 和ηi 的复共轭ξi 和ηi,并在Ω 上

积分,可得

 μi=∫Ω
Ñξi

2dx+∫∂Ω ξi
2ds-
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∫Ω
r(1-2ui

k ) ξi
2dx+

∫Ω

(av2i-u2i)miv2i
(u2i+av2i)2 ξi

2dx+

∫Ω

2miu3
ivi

(u2i+av2i)2ηiξidx+∫Ω
Ñηi

2dx+

∫∂Ω ηi
2ds-∫Ω

b(1- 2vi

ui+c) ηi
2dx-

∫Ω

bvi
2

(ui+c)2ξiηidx

由ui、vi 有界可得Re(μi)及Im(μi)有界,因

此μi 有界.设μi→μ,则Re(μ)≤0.根据Lp 估计

可得 ξi W2,2和 ηi W2,2有界.于是可设ξi→ξ,ηi→

η.
对式(5)令i→∞,有

-Δξ-r(1-2u
*

k )ξ=μξ; x∈Ω

-Δη-b(1- 2v*

u*+c)η-b(v*)2
(u*+c)2ξ=μη

;x∈Ω

∂ξ
∂n+ξ=

∂η
∂n+η=0

; x∈∂Ω

(6)

如果ξ≢0,则由式(6)可知

μ≥λ1 (-r+2ru
*

k )>0

矛盾,故ξ≡0.于是

μ≥λ1 (-b+2bv*

u*+c)>λ1 (-b+bv*

u*+c)=0

此矛盾说明结论成立.

□

定理2 假设r>λ1+m
a
,b>λ1,则存在正常

数s􀮨 使得对于m≤s􀮨,系统(3)存在唯一正解且非

退化线性稳定.
证明 由定理1可得系统(3)存在正解.根据

前提易知系统(3)的半平凡解远离正解.于是由紧

性理论可知系统(3)最多有有限多个正解,记为

{(ui,vi):0≤i≤l}.令F 在(ui,vi)处的Frächet
导数为L.通过验证得I-L 在E 上可逆,L 没有

大于1的特征值.而且,由W (ui,vi)=S(ui,vi)
得L 没

有性质α.因此,由文献[21]可得index
W
(F,(ui,

vi))=1.最后根据引理3以及不动点指数的可加

性得

1=index
W
(F,D')=∑

1≤i≤l
index

W
(F,(ui,vi))+0=l

故结合引理4得到系统(3)存在非退化且线性稳

定的唯一正解.

□

4 半平凡解的稳定性和渐近行为

本章通过抛物方程的比较原理探讨系统(2)

的灭绝性和持久性.首先探讨半平凡解(u*,0)和

(0,v*)的稳定性.

引理5 (i)设r>λ1.如果b<λ1,则半平凡

解(u*,0)稳定;如果b>λ1,则半平凡解(u*,0)不

稳定.

(ii)设b>λ1.如果r<λ1+m
a
,则半平凡解

(0,v*)稳定;如果r>λ1+m
a
,则半平凡解(0,v*)

不稳定.
证明 由于(i)和(ii)的证明类似,因此只证

明(ii).考虑系统(3)在(0,v*)处的线性化特征值

问题:

-Δϕ- (r-m
a )ϕ=eϕ; x∈Ω

-Δφ-b(1-2v
*

c )φ-b
c2
(v*)2ϕ=eφ; x∈Ω

∂ϕ
∂n+ϕ=

∂φ
∂n+φ=0

; x∈∂Ω

(7)

易证得系统(7)的主特征值e1 满足e1=min{λ1×

(ma-r),λ1 (2bv
*

c -b) }.显然,λ1 (2bv
*

c -b) >

0.如果r<λ1+m
a
,则λ1 (ma-r)>0.于是e1>0,

所以(0,v*)稳定.类似地,如果r>λ1+m
a
,则e1<

0.因此(0,v*)不稳定.

□
其次给出系统(2)灭绝的充分条件.
定理3 设(u,v)是系统(2)的正解.如果r≤

λ1,b>λ1,则当t→∞时,(u,v)→(0,v*).
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证明 因为

ut-Δu≤ru(1-u
k ); x∈Ω

∂u
∂n+u=0

; x∈∂Ω

由比较原理得,当t→∞时,u(x,t)→0.令􀆠
是充分小的正常数,则存在T􀆠≥0使得所有t>T􀆠

有u(x,t)<􀆠.由系统(2)的第二个方程得

vt-Δv≤bv(1- v
c+􀆠); x∈Ω,t>T􀆠

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω,t>T􀆠

于是

lim
t→∞
supv(x,t)≤θ b,b

c+􀆠( ) (8)

又由系统(2)的第二个方程得

vt-Δv≥bv(1-v
c )

再由比较原理有

liminf
t→∞

v(x,t)≥θ b,bc( ) (9)

由􀆠→0的连续性再结合式(8)和(9)可得,当t→

∞时,v(x,t)→v*.

□
最后给出系统(2)的持久性条件.

定理4 若r>λ1+m
a
,b>λ1,则在C1(Ω)∩

C2(Ω)上存在拟解(u􀮨,v􀮨)和(û,v̂),满足关系

θ r-m
a,

r
k( )≤u􀮨≤û≤u*,v*≤v􀮨≤v̂≤v*

(10)

和方程

-Δû=rû (1-û
k )- mûv􀮨2

û2+av􀮨2

-Δu􀮨=ru􀮨 (1-u􀮨
k )- mu􀮨v̂2

u􀮨2+av̂2

-Δv̂=bv̂ (1- v̂
û+c

)

-Δv􀮨=bv􀮨 (1- v􀮨
u􀮨+c)

∂û
∂n+û=

∂u􀮨
∂n+u

􀮨=0

∂v̂
∂n+v̂=

∂v􀮨
∂n+v

􀮨=0

(11)

并且,[u􀮨,û]×[v􀮨,v̂]是系统(2)的正全局吸引子.

证明 令(f(u,v),g(u,v))= (ru(1-u
k )-

muv2
u2+av2

,bv(1- v
u+c) ) .易证得(f(u,v),g(u,

v))混拟单调,则利用上下解方法可知(u*,v*)和

(θ r-m
a,

r
k( ),v*)是系统(3)的一对有序上下解.由

于在[θ r-m
a,

r
k( ),u*]×[v*,v*]上(f(u,v),g(u,

v))满足Lipschitz条件,故利用单调迭代序列方

法可得系统(2)存在满足关系(10)和方程(11)的

拟解(u􀮨,v􀮨)和(û,v̂).

由r>λ1 且-Δu≤ru(1-u
k ),结合比较原

理可得

limsup
t→∞

u(x,t)≤u* (12)

令􀆠是充分小的正常数,于是存在T􀆠≥0,使得对

所有的t>T􀆠,有u(x,t)≤u*+􀆠.因此,

vt-Δv≤bv(1- v
(u*+􀆠)+c); x∈Ω,t>T􀆠

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω,t>T􀆠

由比较原理有limsup
t→∞

v(x,t)≤v*.故存在T'􀆠≥0

使得对所有的t>T'􀆠,有

v(x,t)≤v*+􀆠 (13)

另一方面,由系统(2)有

ut-Δu≥u(r-ruk-
m
a ); x∈Ω,t>0

vt-Δv≥v(b-bvc ); x∈Ω,t>0

∂u
∂n+u=

∂v
∂n+v=0

; x∈∂Ω,t>0

根据比较原理可得

liminf
t→∞

u(x,t)≥θ r-m
a,

r
k( ),liminf

t→∞
v(x,t)≥v*

于是存在T″􀆠≥0使得对于所有的t>T″􀆠,有

u(x,t)≥θ r-m
a,

r
k( )-􀆠,v(x,t)≥v*-􀆠(14)

设T*=max{T􀆠,T'􀆠,T″􀆠},则对所有的t>

T*,有

(u,v)∈[θ r-m
a,

r
k( )-􀆠,u*+􀆠]×[v*-􀆠,v*+􀆠];

∀􀆠>0
令􀆠→0,则由式(12)~(14)并结合文献[22]中的
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推论2.1和定理2.1可知结论成立.

□

5 结 语

本文在Robin边界条件下讨论了一类基于比

率依赖的修正Leslie-Gower捕食-食饵扩散模型.
通过不动点指数理论给出了食饵和捕食者的共存

条件,即定理1;在此基础上,结合线性算子的稳

定性理论和扰动理论得到了正解的唯一性和稳定

性条件,即定理2;最后确定了系统的灭绝性和持

久性条件,即定理3和定理4.从生物学意义上

讲,研究结果表明当食饵和捕食者的增长率较大,

即r>λ1+m
a
,b>λ1 时,两种群能够长期共存,进

而当捕食者的捕获率m 充分小时,食饵和捕食者

会以稳定均衡的形式共存,这对于生物种群的保

护具有重要意义.
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Existenceanduniquenessofpositivesolutionsforratio-dependent
modifiedLeslie-Gowerpredator-preymodel

DOU Xiaoxia, LI Haixia*

(SchoolofMathematicsandInformationScience,BaojiUniversityofArtsandSciences,Baoji721013,China)

Abstract: A ratio-dependent modified Leslie-Gower predator-prey model with diffusion is

investigated.Bythefixedpointindextheory,theconditionfortheexistenceofpositivesolutionsis

given.Secondly,theuniquenessandstabilityofpositivesolutionsarestudiedby meansofthe

combinationoftheperturbationtheoryandthefixedpointindextheory,andtheconditionofthe

uniquenessandstabilityofpositivesolutionsisdetermined.Finally,byvirtueofthecomparison

principletoparabolicequations,theasymptoticbehaviorofthesystemisdiscussed.Theresultsshow

thatiftheparametersmeetcertainconditions,thetwospeciescancoexistandthesystemhasunique

stablepositivesolution.

Key words:predator-prey model;fixed pointindextheory;perturbationtheory;uniqueness;

stability;asymptoticbehavior
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