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摘要:基于等几何分析框架,采用离散变量优化算法,针对平面问题展开拓扑优化方法研

究.在等几何分析框架内引入了离散变量优化算法,使得所提出的拓扑优化方法结合了两者

的优势:一方面等几何分析允许曲边单元存在,另一方面离散变量优化计算所得到的单元只

存在0/1(白/黑)两个状态,因此所得优化结果在整体上更加清晰、在局部上更加光滑.此外,

针对等几何曲边单元,采用了基于 Helmhöltz方程的隐式过滤方法,保证了过滤效果,节省了

计算量.在给出了算法实现的关键细节后,通过数值算例展示了方法的效果,验证了方法的有

效性.
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0 引 言

结构拓扑优化旨在根据给定的约束条件,寻
求最优的材料分布,发挥材料最高性价比[1].基于

传统有限元分析的拓扑优化方法发展成熟,涌现

出了众多的优秀方法,例如基于单元惩罚密度的

SIMP方法[2-3]、基于演化结构的ESO方法[4]、基
于双向渐进结构优化的BESO方法[5]、基于水平

集的level-set优化方法[6-7],以及基于显示边界描

述的 MMC/MMV方法[8-9]等.这些方法仍在不断

发展,也被用于指导实际工程问题[10],取得了不

同程度的成效.
然而,就 目 前 广 泛 被 采 用 的 基 于 有 限 元

SIMP方法的拓扑优化来说,仍存在两个亟待解

决的问题.首先,受限于传统有限元单元的以直代

曲特性,拓扑优化所得结果边界往往不够光滑,需
要网格足够细密或经可视化后处理才能得到光滑

边界;其次,SIMP方法通常会产生灰度单元,导
致该处材料布局结果模糊.这些问题导致优化结

果难以指导后续设计加工.
等几何分析于2005年被Hughes等提出[11],

该方法直接采用CAD模型中天然内含的曲边单

元进行有限元分析,将设计和分析融为一体.得益

于等几何分析的优势,Gao等[12]采用密度分布函

数定义结构拓扑,以得到光滑性和连续性可控的

优化结果;董振宇[13]基于Catmull-Clark体细分

方法,开展了多分辨率等几何拓扑优化的一系列

研究;杨佳明等[14]采用混合B样条进行材料密度

分布和等几何分析,研究了实体模型的等几何优

化.
本文基于等几何分析,采用离散变量拓扑优

化方法,针对平面问题展开理论算法研究.基于序

列近似整数规划和正则松弛算法的离散变量拓扑

优化算法由Liang等[15]提出,该方法将单元密度

严格限制为0或1,因此可以得到完全黑白的材

料布局.将离散变量拓扑优化方法引入等几何分

析框架,一方面可以利用等几何分析曲边单元的

优势,另一方面可以优化出清晰的结构边界,使得

优化结果对后续设计加工更具指导性.

1 等几何分析简介

等几 何 分 析 采 用 非 均 匀 有 理 B 样 条



(NURBS)作为基函数同时插值几何和位移场,其
本质可理解为采用NURBS作为形函数的等参有

限元.因此,本章重点介绍NURBS及由此带来的

等几何分析特性.
从一维单变量B样条函数出发,B样条函数

可由预先给定的节点矢量Ξ生成:

Ξ=(ξ1 ξ2 … ξn+p+1) (1)

节点下标i=1,2,…,n+p+1,最后一个下标编

号给出了所生成的B样条函数的个数n和阶次

p.接下来,利用Cox-deBoor递推公式

p=0时

 Ni,0(ξ)=
1;ξi≤ξ<ξi+1

0; 其他{
p=1,2,3,…时

 Ni,p(ξ)= ξ-ξi

ξi+p-ξi
Ni,p-1+ ξi+p+1-ξ

ξi+p+1-ξi+1
Ni+1,p-1

(2)

生成B样条函数Ni,p,如图1(a)所示.
由于B样条函数无法描述圆锥曲线,故对基

函数进行有理化处理,给定权重 wi,即可得到

NURBS函数:

Ri,p(ξ)=
Ni,p(ξ)wi

∑
j
Nj,p(ξ)wj

(3)

当权重都为1时,NURBS函数退化为B样

条函数.搭配相应控制点pi,可生成曲线

C(ξ)=∑
i
Ri,p(ξ)pi (4)

通常,CAD和等几何分析所采用的节点矢量以0
开始、以1结束,并要求所生成的NURBS函数是

开的,即对于p次NURBS函数节点矢量Ξ,其开

始的0和结束的1被重复p+1次.图1(b)给出

了生成圆弧曲线的示例.
生成二维曲面需要扩充维度,为此,给定另一

组 节 点 矢 量 Ψ 和 权 重,得 到 NURBS 函 数

Rj,q(η),其中η为该维度的方向参数,j为函数个

数,q表示函数阶次.搭配相应控制点pi,j,得到张

量积曲面

s(ξ,η)=∑
j
∑
i
Ri,p(ξ)Rj,q(η)pi,j (5)

与几何模型的插值类似,等几何分析采用相

同的NURBS基函数近似位移场:

U(ξ,η)=∑
j
∑
i
Ri,p(ξ)Rj,q(η)ui,j (6)

  (a)NURBS基函数

  (b)生成的曲线

图1 NURBS基函数和所生成的曲线

Fig.1 NURBSbasisfunctionsandthegeneratedcurve

其中ui,j=(ui,j vi,j),为对应控制点pi,j上的自

由度,ui,j和vi,j分别表示该点沿x 轴和y 轴的位

移.
等几何分析后续步骤与等参有限元相同.需

要注意的是,与传统的等参有限元相比,等几何分

析直接采用原始的几何模型进行分析,无须划分

网格,也不产生离散误差.但实际上等几何分析仍

然依赖网格,该网格在几何建模的过程中由节点

矢量Ξ×Ψ 自然地生成.

2 离散变量拓扑优化方法

考虑在给定材料用量的约束条件下,求结构

最小柔顺性的问题.将结构离散为M 个单元,令ρ
为单元密度,问题的优化列式为

min
ρ

{c(ρ)= 12U
TKU}

s.t.∑
M

i=1
Viρi-V ≤0

KU =P

ρi∈ {0,1};i=1,2,…,M

(7)

其中设计变量ρi(i=1,2,…,M)只能取1或者0
两个离散的值,即单元是非黑即白的.Vi 表示第i

个单元的体积,V是预先给定的材料用量.U、P、K
分别为结构的全局位移列阵、外荷载列阵和结构

刚度矩阵,c(ρ)表示结构的柔顺性.
为求得目标函数c(ρ)的最小值,需要求出c

关于ρi 的变化率,即目标函数灵敏度.借鉴SIMP
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方法,假设单元弹性模量与单元密度之间的关系

为

E=E0ρP (8)
其中P=3是惩罚参数.目标函数的灵敏度为

 bi=∂c∂ρe
=-PρP-1

e
1
2u

TKeu;i=1,2,…,M (9)

根据Liang等[15]的方法,将式(7)转化为求

解如下的整数线性规划问题:

min
ρ

{∑
M

i=1

δc
δρi

ρi =∑
M

i=1
biρi}

s.t.∑
M

i=1
Viρi≤V

ρi∈ {0,1};i=1,2,…,M

(10)

由于整数线性规划的约束条件以及目标函数的组

合复杂性,很难获得全局最优解.通过转化整数松

弛变量约束以及引入拉格朗日乘子λ和σ,得到

如下的对偶关系:

ρi=
σi-λVi-bi

2σi
;i=1,2,…,M (11)

同时有

λ=
∑
M

i=1

[(σi-bi)Vi/2σi]-V

∑
N

i=1
V2

i/2σi

(12)

以及

σ3i+β
2σ

2
i-β
2
(bi+λVi)2=0 (13)

这里β=2×104,是摄动参数.给定λ初始值,通过

求解式(13)得到对偶变量σi,结合对偶关系式

(11)得到原设计变量ρi,如果更新后的设计变量

ρi 满足收敛准则,即认为达到了近似解,跳出迭

代;否则通过式(12)更新λ,继续迭代.

3 算法实现细节

本研究所述算法的代码实现基于开源等几何

分析框架IGAFEM[16]和离散变量拓扑优化开源

代码DVTOPCRA[17].在将两者有机融合的基础

上,需要注意以下细节:
首先,需要注意的是,Liang等提出的离散变

量优化算法[15]是基于密度的.考虑到如果将等几

何分析的控制点密度作为设计变量,那么即使单

个控制点的密度是非黑即白的,通过 NURBS函

数插值后所得曲线意义也将变得不明确,所涉及

单元可能仍是灰度的.因此,本研究将单元密度作

为设计变量.在参数空间Ξ×Ψ 得到0或1的密

度后,通过式(5)映射到物理空间,即得到包含曲

边单元的材料布局,如图2所示.

图2 参数空间单元映射到物理空间曲边单元

Fig.2 Mappingfromelementsinparameterspaceto
curvedelementsinphysicalspace

此外,为避免出现棋盘格现象,需对灵敏度进

行过滤.传统有限元中的灵敏度过滤方法高度依

赖结构化网格,需要对邻近单元进行搜索.由于等

几何 分 析 中 存 在 曲 边 单 元,本 文 采 用 基 于

Helmhöltz方程的隐式过滤方法[18],该方法无须

搜索邻近单元,易于处理复杂网格.过滤公式为

KFb~N=TbE (14)
其中bE 为过滤前的单元灵敏度列阵,b~N 为过滤

后所得节点灵敏度列阵,

KF=∑
e∫Ωe

(ÑRT
eKd ÑRe+RT

eRe)dΩ (15)

为标量问题的等几何刚度阵,Re 为基函数插值矩

阵,ÑRe 为基函数梯度矩阵,

Kd=
1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷·r

2
min

12
(16)

中定义了过滤半径rmin.∑
e

表示将单元矩阵“对

号入座”组装成总体矩阵,可见KF 中已经考虑了

结构Ω 中的单元划分情况.通过单元列阵和节点

列阵的转换矩阵

T=∑
e∫Ωe

RT
edΩ (17)

最终得到过滤后的单元灵敏度列阵

b~E=TTb~N=TTK-1
F TbE (18)

需要指出的是,刚度阵KF 在优化迭代中保持不

变,可以提前计算好K-1
F 以节省计算量.

由于优化算法求解的是近似的子问题,需要

严格控制迭代过程,保证近似子问题的解缓慢收

敛到真实解.这里采用体分比缩减因子χ,用于逐
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渐减少材料用量约束,在当前体分比约束下计算

收敛后,再按χ缩减体分比约束继续计算.根据数

值测试,参数χ取值范围为[0.95,1.00).本文令

体分比缩减因子χ=0.98,即假定每一轮迭代结

构中只有2%的材料发生改变,以限制设计变量

的变化范围,起到运动极限的作用,从而保证基于

灵敏度的整数规划子问题(10)的近似精度.在未

来工作中可以使用Liang等提出的基于信赖域的

方法精确施加运动极限[19].

4 数值算例

4.1 悬臂梁

如图3所示,悬臂梁长100mm,宽50mm,
弹性模量E=106MPa,泊松比ν=0.3.梁左边固

定,右下角受集中力F=10kN.优化体分比约束

V≤0.6.灵敏度滤波半径rmin等于4倍最小单元

长度.

图3 悬臂梁

Fig.3 Cantileverbeam

本文方法所得优化结果见图4,迭代过程中

的结构柔顺性变化和体分比v变化见图5.目标

函数值为3210N·m.图6展示了优化后结构的

应力分布,可见应力分布均匀,整体处于较低水

平.

图4 悬臂梁优化结果

Fig.4 Optimizationresultofthecantileverbeam

为了验证本文算法的有效性,在 ABAQUS
中采用 了 细 密 的 有 限 元 网 格,图7中 展 示 了

ABAQUS的优化结果,目标函数值为3394N·m.
由于连续体结构拓扑优化依赖于网格划分,而

ABAQUS采用的有限元网格更加细密,因此本

       

图5 悬臂梁迭代数据

Fig.5 Iterationdataofthecantileverbeam

图6 悬臂梁应力分布

Fig.6 Stressdistributionofthecantileverbeam

图7 悬臂梁ABAQUS优化结果

Fig.7 Optimizationresultofthecantileverbeam

byABAQUS

文方法所得结果与ABAQUS所得结果在构形上

有所不同.离散变量下拓扑优化问题的数学本质

是偏微分方程约束的非线性整数规划,因此不同

的离散方法也会得到不同的局部最优解.图4与

图7两种构形的目标函数值相近,则一定程度上

可以说明两种优化结果构形的受力特性相似.
采用基于传统有限元的SIMP方法计算,网

格划分与本文方法(图4)相同,优化结果见图8.
可见SIMP方法优化结果边界产生大量灰度单

元,边界模糊,而本文方法(图4)边界清晰,体现

了本文方法的优势.
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图8 悬臂梁SIMP法优化结果

Fig.8 Optimizationresultofthecantileverbeamby

SIMPmethod

4.2 四分之一圆环

如图9所示,四分之一圆环内径100mm,外
径200mm,E=106 MPa,ν=0.3.结构下侧边固

定,顶端受集中力F=1000N.优化体分比约束

V≤0.6,滤波半径为4倍最小单元长度.

图9 四分之一圆环

Fig.9 One-quarterannulus

采用本文方法得到的优化结果见图10,目标

函数和材料用量迭代曲线见图11,目标函数值为

28.6N·m.应力分布图12表明,优化后的构形

应力分布较为平均.图13为ABAQUS的优化结

果,目标函数值为30.5N·m.本文方法所得优

化结果与 ABAQUS结果相似,两种构形目标函

数相近,验证了方法的有效性.

图10 四分之一圆环优化结果

Fig.10 Optimizationresultoftheone-quarterannulus

图11 四分之一圆环迭代数据

Fig.11 Iterationdataoftheone-quarterannulus

图12 四分之一圆环应力分布

Fig.12 Stressdistributionoftheone-quarterannulus

图13 四分之一圆环ABAQUS优化结果

Fig.13 Optimizationresultoftheone-quarterannulus

byABAQUS

此外,ABAQUS分析所用自由度数为1.9×
105,本 文 所 用 自 由 度 数 为 6.7×104,相 比

ABAQUS节省了计算量.但本文所得到的结果

中存在大量曲边单元,例如,将图10中画框部分

放大为图14(a),可见在本文方法的优化结果中,
对局部某些包含曲线边界的区域,采用较少单元

即可使结构边界清晰、光滑;而ABAQUS单元对

应部分(图14(b))虽然单元更密,但几乎所有曲
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线边界均呈锯齿状,通常需要采用黑线描边的方

式进行可视化后处理.

(a)本文 (b)ABAQUS

图14 四分之一圆环优化结果局部放大图

Fig.14 Partialenlargedoptimizationresultsof

theone-quarterannulus

5 结 语

针对基于传统有限元SIMP拓扑优化方法存

在的问题,本文在等几何分析框架内,结合离散变

量拓扑优化算法展开了研究.本文提出的优化方

法结合了等几何分析和离散变量拓扑优化的优

势,一方面允许曲边单元存在,另一方面单元密度

为非黑即白的,因此优化结果在局部某些曲线边

界上清晰光滑.本研究还采用了基于 Helmhöltz
方程的隐式过滤方法,节省了搜索邻近单元的计

算量,对曲边单元过滤效果良好.
通过算例对比,验证了方法的有效性,展示了

方法的优势.与传统有限元相比,本文方法优化计

算所得的构形在整体上更加清晰、在局部上更加

光滑,对后续设计和加工更具指导意义.
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Researchondiscretevariabletopologyoptimizationmethod
basedonisogeometricanalysis

HU Qingyuan*1, LI Xiaoyu1, LIANG Yuan2

(1.SchoolofScience,JiangnanUniversity,Wuxi214122,China;

2.FacultyofVehicleEngineeringandMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Basedontheisogeometricanalysisframework,adoptingdiscretevariableoptimization
algorithm,thetopologyoptimizationmethodsforplaneproblemsarestudied.Intheframeworkof
isogeometricanalysis,thediscretevariableoptimizationalgorithmisintroduced,sothattheproposed
topologyoptimizationmethodcombinestheadvantagesofthem:isogeometricanalysisallowsthe
presenceofcurvedelements,moreover,elementsobtainedbythediscretevariableoptimization
methodarerestrictedtohaveonlytwostatesof0/1 (white/black),thustheobtainedoptimized
resultsareclearergloballyandsmootherlocally.Inaddition,forisogeometriccurvedelements,an
implicitfilteringmethodbasedontheHelmhöltzequationisadoptedtoensurefilteringeffect,the
calculationeffortisalsosaved.Afterprovidingimplementationdetailsofthealgorithm,the
performanceoftheproposedalgorithmistestedbynumericalexamples,theeffectivenessofthe
proposedalgorithmisalsoverified.

Keywords:isogeometricanalysis;finiteelement;curvedelement;topologyoptimization;discrete
variable
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