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摘要:Shuhan图是一个图论、Kac-Moody代数和矩阵论等学科的交叉研究对象.首先给出

了Shuhan图的定义,再利用图论的分类方法得到了所有连通的Shuhan图:A(a)
n (n≥2)、

D(a)
n (n≥4)、E(a)

6 、E(a)
7 、E(a)

8 ,这证明了连通的非扭单边仿射Lie代数对应的Dynkin图恰好是

全部的最小点数为1的连通Shuhan图.进一步地,由Shuhan图的性质可知,任意Shuhan图

都是由若干连通Shuhan图并在一起的,这就给出了Shuhan图的完整分类.
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0 引 言

图论在数学和数学物理的很多领域,特别是

在代数的分类方面有着广泛的应用.复数域上的

有限维单李代数和 Kac-Moody代数的分类都可

以 用 Dynkin 图 给 出[1-2].在 文 献 [3-4]中,

Heckenberger利用广义Dynkin图给出了对角型

Nichols代数对应的算术根系的分类.Wang等在

文献[5]中利用带参数的交换图给出了秩2的任

意域上对角型Nichols代数的分类.在文献[6-7]

中,Wang等利用带参数的交换图分类了所有的

秩3、4的任意域上对角型的有限维 Nichols代

数.文献[8]利用树图给出了有限维单李代数的标

准Lyndon路.在 Kac-Moody代数的研究中,仿

射Lie代数分为非扭仿射Lie代数和扭仿射Lie

代数两种,其中非扭单边仿射Lie代数因其对应

的广义Cartan矩阵是对称矩阵而有良好的性质.

本文证明连通的非扭单边仿射Lie代数对应的

Dynkin图恰好是全部的最小点数为1的连通

Shuhan图.

1 基本定义

令I={1,2…,n},现在回顾一下图论的基本

概念[9].令Γ1 是一个非空集合且Γ2⊆{{u,v}|u,

v∈Γ1,u≠v}⊆2Γ1,则Γ=(Γ1,Γ2)称为一个图;

Γ1 称为图Γ的顶点集;Γ2 称为图Γ 的边集;元素

{u,v}∈Γ2 称为一条边,写作λu,v.如果G=(G1,

G2)是一个图且满足G1⊆Γ1 和G2⊆Γ2,则G 称为

图Γ 的子图.如果∅≠H1⊆Γ1 且 H2={λu,v∈

Γ2|u,v∈H1},则 H=(H1,H2)是一个子图,称为

由图Γ中H1 生成的子图.λumum-1
… λu3u2 λu2u1

称为从u1 到um 的一条路.可以定义Γ1 上面的等

价关系如下:对任意的u,v∈Γ1,u和v 是等价的

当且仅当存在一条从u 到v 的路或者u=v.Γ1
的每一个等价类生成的子图都叫做图Γ 的连通

部分.

Shuhan图是一个满足下列条件的无向图Γ
(只有顶点有标记):

(i)存在I到图Γ 顶点的双射φ;

(ii)对任意的i∈I,顶点φ(i)上标记为xi,

xi∈N,N为正整数集;



(iii)对任意的i≠j∈I,φ(i)和φ(j)之间的边

数为λi,j,这里λi,j=λj,i∈{0,1};

(iv)对任意的i∈I,有xi= ∑
n

j=1,j≠i

1
2λi,jxj.

通俗来讲,Shuhan图就是任何一个顶点上面

的标记恰好是所有与它相连的顶点上面的标记之

和的一半的图.Shuhan图的子图是一个图,但不

一定是Shuhan图.

为了表述方便,本文把顶点上面的标记a直

接表述成顶点a,标记数记成点数.

2 主要结果

首先给出连通Shuhan图的分类.

引理1 假定 是Shuhan图Γ 的连通

部分,则

(i)a≥b
2
,b≥a

2.

(ii)如果a<b,那么顶点a 最多可连2个

顶点.

证明 (i)是显然的.

(ii)由图Γ 的定义,顶点a与另外总点数为

2a-b的顶点相连,由(i)可知,新连顶点的点数都

要≥a
2
,由于2a

2>2a-b
,故顶点a只能再连点

数为2a-b的顶点1个,得证.

如果没有特殊说明,下文中图的顶点上最少

的点数记为a,a∈N.

引理2 假定 是Shuhan图Γ 的连通

部分.若a≠b,则顶点a不能与另外的顶点相连

且b=2a.

证明 由图Γ的定义,若顶点a与另外的顶

点相连,则只能连总数为2a-b的顶点,而2a-

b<a,这与a 是最少的点数矛盾.b=2a 是显然

的.得证.

引理3 假定 是连通的n 个顶点的

Shuhan图Γ的连通部分,则图Γ 是一个圈并且

n≥3.

证明 由图Γ的定义,顶点a都必须且只能

再与一个点数为a 的顶点相连,新连点数为a的

顶点又必须且只能再与一个点数为a 的顶点相

连,一 直 进 行 下 去 可 得 到 有 n 个 顶 点 的 图:

.该图中只有两端的顶点a,都必

须且只能再与一个点数为a的顶点相连.考虑最

左端的顶点a,由于该图的顶点已经是n个,故顶

点a不能再连新的顶点,只能与图中的另外n-1

个顶点连线,由图Γ 的定义,位于图中间的n-2

个顶点都不能与其他顶点再连线了,故只能与最

右端的顶点a连线.得证.

引理4 对于∀l∈N,0<r≤0.5.

(i)图 不 是

Shuhan图的连通部分.

(ii)图 不 是

Shuhan图的连通部分.

证明 (i)假设r=0.5.如果给出的图是

Shuhan图的连通部分,则顶点(l+1)a+ra与另

外总点数为2a的顶点相连,由引理1(i)可知,新

连顶点的点数不能少于l+1
2a+r

2a
(>a),故只能

连点数为2a的1个顶点,再利用引理1(i),知l=

1或2.如果l=1,新得到点数为2a的顶点要与总

点数为1.5a的顶点相连,由于引理1及a是最少

的点数,只能连点数为1.5a的1个顶点,新连点

数为1.5a的顶点只能与总点数为a 的顶点相连,

这与引理2矛盾.如果l=2,新得到点数为2a的

顶点要与总点数为0.5a的顶点相连,这与a是最

少的点数矛盾.故0<r<0.5.若给出的图是

Shuhan图的连通部分,则点数为(l+1)a-ra的

顶点要与另外总点数为a-2ra的顶点相连,这与

a是最少的点数矛盾.

(ii)若给出的图是Shuhan图的连通部分,则

点数为la+ra的顶点要与总点数为2ra的顶点
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相连,由于a最小,则r=0.5且点数为la+0.5a

的顶点只能与点数为a 的顶点相连,这与引理2

矛盾.

引理5 n个顶点的单链 不

是Shuhan图.

证明 由Shuhan图的定义,ai=ia1,1≤i≤

n,考虑第n个顶点的点数,结论是显然的.

引理6 图

不是Shuhan图的连通部分.

证 明 考 虑 Γ2l+1: 和

Γ2(l+1): ,3≤i∈N.

若Γ2l+1是Shuhan图的连通部分,则点数为

(2l+1)a的顶点要与总点数为2(l+1)a的顶点

相连,且由引理1(i)可知,新连顶点的点数不能少

于la+0.5a,又由引理4,只有2种可能:

(1)与点数为(l+1)a的另外2个顶点相连,

此时新得到点数为(l+1)a的顶点都分别要与另

外总点数为a 的顶点相连,由于l≥3,与引理1(i)

矛盾.

(2)与点数为2(l+1)a 的另外1个顶点相

连,即得到了Γ2(l+1).

若Γ2(l+1)是Shuhan图的连通部分,则点数为

2(l+1)a的顶点要与另外总点数为(2l+3)a的

顶点相连,且由引理1(i)可知,新连顶点的点数不

能少于(l+1)a,又由引理4,只有2种可能:

(3)与点数为(l+1)a和点数为(l+2)a的另

外2个顶点相连,由引理1(ii)可知,此时新得到

点数为(l+2)a 的顶点只能与另外总点数为2a

的一个顶点相连,由于l≥3,与引理1(i)矛盾.

(4)与点数为(2l+3)a 的另外1个顶点相

连,即得到Γ2(l+1)+1.

用上面的方法归纳得出,若 Γk(k≥7)是

Shuhan图的一部分,则最终可以得到一个单链的

Shuhan图,这与引理5矛盾.

定理1 连通的Shuhan图是图1中的1个

(每种情形都有n+1个顶点).

(a)A(a)
n (n≥2)

(b)D(a)
n (n≥4)

(c)E(a)
6

(d)E(a)
7

(e)E(a)
8

图1 连通的Shuhan图

Fig.1 ConnectedShuhandiagrams

证明 考虑 ,若b=a,由引理3得到了

Shuhan图,即A(a)
n (n≥2).若b>a,由引理2,点

数为a的顶点不能与另外的顶点相连且b=2a.

根据Shuhan图的定义,点数为2a的顶点要与另

外总点数为3a的顶点相连.由引理4,只有3种

可能:

(1)与点数为a的另外3个顶点相连;

(2)与一个点数为a和一个点数为2a的另外

2个顶点相连;

(3)与点数为3a的另外1个顶点相连.

由(1) ,得到了Shuhan图,即

D(a)
4 .
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由(2) ,新得到点数为2a的顶点

要与另外总点数为2a 的顶点相连.只有2种可

能:

(21)与点数为a的另外2个顶点相连,此时

得到了Shuhan图 ,即D(a)
5 .

(22)与一个点数为2a的另外1个顶点相连,

新得到点数为2a的顶点要与另外总点数为2a的

顶点相连.只有2种可能…

(22…1) 可 以 得 到 Shuhan 图

,即D(a)
n ,n>4.

(22…2)与一个点数为2a的另外1个顶点相

连, 可 以 得 到 有 n 个 顶 点 的 图

,由Shuhan图有n+

1个顶点的假定,新得到点数为2a的顶点只能连

1个顶点,即 ,显

然不管x如何取值,都不能得到Shuhan图.

由(3) ,新得到点数为3a的顶点

要与另外总点数为4a的顶点相连,且由引理1(i)

可知,新连顶点的点数不能少于1.5a.由引理4,

只有2种可能:

(31)与点数为2a的另外2个顶点相连,即

,按照Shuhan图的定义,新得到

点数为2a的顶点都只能与另外点数为a 的一个

顶点相连,此时得到了Shuhan图,即E(a)
6

(32)与一个点数为4a的另外1个顶点相连,

即 ,新得到点数为4a 的顶点要

与另外总点数为5a的顶点相连,且由引理1(i)可

知,新连顶点的点数不能少于2a.由引理4,只有

2种可能:

(321)与点数为2a和点数为3a的另外2个

顶点相连,即 ,新得到点数

为2a的顶点不能连另外的顶点,新得到点数为

3a的顶点要与另外总点数为2a的顶点相连,且

由引理1(i)可知新连顶点的点数不能少于1.5a,

故 只 能 连 点 数 为 2a 的 1 个 顶 点,即

,按照Shuhan图的定

义,新得到点数为2a的顶点都只能与点数为a 的

一个顶点相连,此时得到了Shuhan图,即E(a)
7 .

(322)与一个点数为5a的另外1个顶点相

连,即 ,新得到点数为5a的

顶点要与另外总点数为6a的顶点相连,且由引理

1(i)可知,新连顶点的点数不能少于2.5a.由引理

4,只有2种可能:

(3221)与点数为3a的另外2个顶点相连,而

新得到点数为3a的两个顶点分别要与另外总点

数为a 的两个顶点相连,这与引理1(i)矛盾.

(3222)与一个点数为6a的另外1个顶点相

连,即 ,新得到总点数

为6a的顶点要与另外总点数为7a的顶点相连,

且由引理1(i)可知,新连顶点的点数不能少于

3a.由引理4和引理6,只有1种可能,即与点数

为3a 和 点 数 为4a 的 另 外2个 顶 点 相 连,即

,新得到点数为

3a的顶点不能连另外的顶点,新得到点数为4a

的顶点要与另外的未标出的总点数为2a的顶点

相连,且由引理1(i)可知,新连的顶点的点数不能

少于2a,故只能连点数为2a的1个顶点,此时得

到了Shuhan图,即E(a)
8 .得证.

命题1 (i)连通Shuhan图Γ连接新的顶点

得到的图不是Shuhan图.

(ii)若Shuhan图Γ的某个子图也是Shuhan
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图,则Γ是离散的.

证明 (i)图Γ 中连接新的顶点的点数一定

不满足Shuhan图的条件.

(ii)由(i)可得.

由上面的命题可知,Γ=(Γ1,Γ2),是一个

Shuhan图当且仅当存在 m∈N 使得Gi=(Gi1,

Gi2),∀1≤i≤m 都是连通Shuhan图且满足Γ1=

∪
m

i=1
Gi1,Γ2=∪

m

i=1
Gi2,Gj1∩Gk1=∅,Gj2∩Gk2=∅,

∀1≤j≠k≤m,即,所有的Shuhan图都是由若干

个连通Shuhan图并在一起的.

3 结 语

本文研究了Shuhan图的分类与应用,得到

了5种类型的连通Shuhan图,研究结果在矩阵

论和Kac-Moody代数以及图论领域中都有广泛

的应用.对于顶点之间边数大于1的图,即广义

Shuhan图,它们的性质和分类也是一个值得深究

的问题.
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ClassificationanditsapplicationofShuhandiagram

WU Weicai, LIU Junji, XIE Weijun*

(SchoolofMathematics,HunanInstituteofScienceandTechnology,Yueyang414006,China)

Abstract:Shuhandiagramisaninterdisciplinaryresearchobjectofgraphtheory,Kac-Moodyalgebra
andmatrixtheory.Firstly,Shuhandiagramisdefined,andthenusingtheclassificationmethodof
graphtheory,allconnectedShuhandiagrams:A(a)

n (n≥2),D(a)
n (n≥4),E(a)

6 ,E(a)
7 ,E(a)

8 areobtained,

thisprovesthatDynkindiagramcorrespondingtotheconnectednon-twistedsingle-sideaffineLie
algebraisexactlyallconnectedShuhandiagram withtheminimum numberof1.Furthermore,

accordingtothepropertiesofShuhandiagrams,anyShuhandiagramiscomposedofseveralconnected
Shuhandiagrams,whichgivesacompleteclassificationofShuhandiagrams.

Keywords:diagrams;affineLiealgebras;Dynkindiagrams
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