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摘要:研究了正整数的两类1-2有序分拆,其中一类是正整数的首、末两端分部量都是1的

1-2有序分拆,另一类是正整数的首、末两端分部量至少有一个是2的1-2有序分拆.首先得

到了这些有序分拆数与Fibonacci数之间的一些关系式.进而,利用熟知的与Fibonacci数相

关的有序分拆恒等式得到了这两类正整数的有序分拆数与分部量是奇数、分部量大于1、分
部量是1或者2的有序分拆数之间的一些新的有序分拆恒等式,并给出了这些恒等式的组合

双射证明.
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0 引 言

在整数分拆理论中,MacMahon[1]第一次定

义了正整数的有序分拆.即把正整数n表示成一

些正整数的有序和,其中每一项叫该分拆的分部

量.如果不考虑分部量的顺序就是无序分拆.例
如,4的有序分拆有4,3+1,1+3,2+2,2+1+1,

1+2+1,1+1+2,1+1+1+1或(4),(3,1),(1,

3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1)
共8个,而无序分拆有5个:4,3+1,2+2,2+1+
1,1+1+1+1.有序分拆的反分拆是把该分拆的

分部量的顺序倒过来产生的分拆.例如,(1,1,2)
的反分拆就是(2,1,1),它们互为反分拆.分拆α
的反分拆用α'表示.

在经典的分拆理论中,分拆恒等式的研究一

直是热点问题之一[1-3].近年来,许多研究者得到

了丰富的研究成果[4-9].本课题组也得到了一些关

于带约束的有序分拆恒等式[10-16].
通常把正整数n的分部量是1或者2的有序

分拆称为1-2有序分拆,把正整数n的分部量是

奇数的有序分拆称为奇有序分拆.
借助于正整数的带约束的有序分拆与特殊数

列的关系,能够产生一些有趣的分拆恒等式.比

如,正整数n的1-2有序分拆数等于正整数n+1
的奇有序分拆数.寻找分拆恒等式一直是整数分拆

理论研究中有趣的内容,但是,获得分拆恒等式或

者给出分拆恒等式的组合证明仍然是比较困难的.
本文考察正整数的首、末两端分部量是1或

者2的1-2有序分拆,给出这些有序分拆数与

Fibonacci数之间的一些关系式,进而,利用熟知

的与Fibonacci数相关的有序分拆恒等式得到几

个新的有序分拆恒等式,并给出组合双射证明.

1 预备知识

在文献[1]中,MacMahon给出了有序分拆的

图表 示,称 为zig-zag图,类 似 于 无 序 分 拆 的

Ferres图,即将有序分拆每个分部量λi 依次用含

有λi 个点的行来表示,但要求下一行的第一个点

与上一行的最后一个点对齐.例如14的有序分拆

(6,3,1,2,2)的zig-zag图如图1所示.

图1 Zig-zag图

Fig.1 Zig-zaggraph



利用有序分拆的zig-zag图可得到有序分拆

的共轭分拆,即将zig-zag图从左向右按照列来

读,得到的分拆就是原分拆的共轭分拆.例如,图

1按列读产生的有序分拆(1,1,1,1,1,2,1,3,2,

1)就是(6,3,1,2,2)的共轭分拆,它们互为共轭.
有序分拆α的共轭分拆用α表示.

文献[6]中给出了关于正整数的分部量带约

束的一些有序分拆数与Fibonacci数之间的关系

式.所谓 Fibonacci数是指满足以下条件的数:

F1=1,F2=1,Fn=Fn-1+Fn-2,n>2.
下面以定理的形式给出文献[6]中几个熟知

的关系式.
定理1[6] 设正整数n的分部量是1或者2

的有序分拆数为C1-2(n),则

C1-2(n)=Fn+1;n>0
其中Fn+1是第n+1个Fibonacci数.

定理2[6] 设正整数n的分部量是奇数的有

序分拆数为Codd(n),则

Codd(n)=Fn;n>0
其中Fn 是第n 个Fibonacci数.

定理3[6] 设正整数n的分部量是大于1的

有序分拆数为C>1(n),则

C>1(n)=Fn-1;n>1
其中Fn-1是第n-1个Fibonacci数.

2 主要结果

首先给出下面与分部量2有关的1-2有序分

拆数和Fibonacci数的一个关系式.
定理4 设C21-2(n)表示正整数n的首、末两

端的分部量至少有一个是2的1-2有序分拆数,
则

C21-2(n)=Fn;n≥2
其中Fn 是第n 个Fibonacci数.

下面给出该定理的一个组合证明.
证明 把正整数n的首、末两端的分部量至

少有一个是2的1-2有序分拆分为下面两类:
(A)左端的分部量是2;
(B)左端的分部量是1.
对于(A)类中的任意一个分拆α=(2,a2,

a3,…,ak),若ak=1,则直接删掉ak=1,就得到了

n-1的首、末两端分部量至少有一个是2,且左端

分部量是2的1-2有序分拆;若ak=2,则把左端

的分部量2用1替换,就得到了n-1的首、末两

端分部量至少有一个是2,且左端分部量不是2
的1-2有序分拆.这样,就得到了n-1的首、末两

端分部量至少有一个是2的1-2有序分拆.反之,
对于n-1的首、末两端分部量至少有一个是2的

任意一个1-2有序分拆β=(b1,b2,…,bs),其中

b1、bs 中至少有一个是2,若b1=2,则在β的右端

添上分部量1,就得到分拆γ=(b1,b2,…,bs,1),
则γ就是n 的右端分部量是1的相应1-2有序分

拆.若b1=1,此时bs=2,用b1+1替换b1,得到

Δ=(2,b2,…,bs),则Δ 就是n 的右端分部量是2
的相应1-2有序分拆.这样就说明了(A)类中的

分拆与n-1的首、末两端分部量至少有一个是2
的1-2有序分拆是一一对应的.

对于(B)类中的任意一个分拆δ=(1,r2,

r3,…,rt),此时rt=2.若r2≠1,则删掉δ左端的

分部量1,并用rt-1=1替换rt,得到分拆σ=
(r2,r3,…,1),则σ就是n-2的首、末两端分部量

至少有一个是2,且右端分部量是1的1-2有序分

拆;若r2=1,则删掉δ左端的两个分部量“1,1”,
得到分拆φ=(r3,…,rt)就是n-2的首、末两端

分部量至少有一个是2,且右端分部量是2的1-2
有序分拆.这样就得到了n-2的首、末两端分部

量至少有一个是2的1-2有序分拆.反之,对于

n-2的首、末两端分部量至少有一个是2的任意

一个1-2有序分拆ζ=(c1,c2,…,cs),若cs=1,此
时c1=2,则在ζ的左端添上分部量1,并用cs+
1=2替换cs,得到分拆η=(1,c1,c2,…,2)是n
的左端只有一个分部量是1的相应1-2有序分

拆.若cs=2,就在ζ的左端添上两个分部量“1,

1”,得到分拆θ=(1,1,c1,c2,…,cs),该分拆就是

n的左端至少有两个分部量是1的相应1-2有序

分拆.这样就说明了(B)类中的分拆与n-2的

首、末两端分部量至少有一个是2的1-2有序分

拆是一一对应的.
即

C21-2(n)=C21-2(n-1)+C21-2(n-2)
又因为C21-2(2)=1,C21-2(3)=2,所以

C21-2(n)=Fn;n≥2
故结论成立.

□
由于正整数n的1-2有序分拆数等于Fn+1,

656 大 连 理 工 大 学 学 报 第62卷 



利用Fibonacci数的性质,得到关于分部量1的

1-2有序分拆的一个关系式.
定理5 设C11-2表示正整数n首、末两端分

部量都是1的1-2有序分拆数,则

C11-2(n)=Fn-1;n≥2
其中Fn-1是第n-1个Fibonacci数.

下面给出该关系式的一个组合证明.
证明 把正整数n首、末两端分部量都是1

的1-2有序分拆分为下面两类:
(A)第二个分部量是2,即α=(1,2,a3,…,

ak,1);
(B)第二个分部量是1,即β=(1,1,c3,…,ct,

1).
对于(A)类中的任意一个分拆α=(1,2,

a3,…,ak,1),直接删掉第二个分部量2就得到了

n-2的首、末两端分部量都是1的1-2有序分拆.
反之,对于n-2的首、末两端分部量都是1的任

意一个1-2有序分拆γ=(1,b2,…,bs-1,1),在前

两个分部量1与b2 之间添上分部量2,得到的分

拆δ=(1,2,b2,…,bs-1,1),就是n的首、末两端

分部量都是1的相应分拆.这样就说明了(A)类
中的分拆与n-2的首、末两端分部量都是1的

1-2有序分拆是一一对应的.
对于(B)类中的任意一个分拆β=(1,1,

c3,…,ct,1),删掉β的第一个分部量1,就得到了

n-1的首、末两端分部量都是1的1-2有序分拆.
反之,对于n-1的首、末两端分部量都是1的任

意一个1-2有序分拆ζ=(1,c1,c2,…,cs-1,1),在

ζ的左端添上分部量1,就得到了n的首、末两端

分部量都是1,且左边至少有2个分部量1的1-2
有序分拆.这样就说明了(B)类中的分拆与n-1
的首、末两端分部量都是1的1-2有序分拆是一

一对应的.
即

C11-2(n)=C11-2(n-1)+C11-2(n-2)

又因为C11-2(2)=1,C11-2(3)=1,所以

C11-2(n)=Fn-1;n≥2
故结论成立.

□
进一步考察,得到下面与Fibonacci数相关的

结果.
定理6 设C1f1-2(n)表示正整数n的首端分

部量是1的1-2有序分拆数,则

C1f1-2(n)=Fn;n≥1
其中Fn 是第n 个Fibonacci数.

定理7 设C1r1-2(n)表示正整数n的末端分

部量是1的1-2有序分拆数,则

C1r1-2(n)=Fn;n≥1
其中Fn 是第n 个Fibonacci数.

定理6与定理7的组合证明类似于定理5,
故证明略.

下面给出定理6的一个例子.
例1 设n=6,则6的首端分部量是1的1-2

有序分拆有下面8个:
(1,2,2,1),(1,2,1,1,1),(1,1,2,1,1),
(1,1,1,2,1),(1,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,1),
(1,1,2,2),(1,2,1,2)
由定理6及定理1~3可得到下面的有序分

拆恒等式.
推论1 正整数n的首端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n的奇有序分拆数.
推论2 正整数n的首端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n+1的分部量大于1的有序分

拆数.
推论3 正整数n的首端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n-1的1-2有序分拆数.
类似地,给出下面的恒等式.
推论4 正整数n的末端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n的奇有序分拆数.
推论5 正整数n的末端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n+1的分部量大于1的有序分

拆数.
推论6 正整数n的末端分部量是1的1-2

有序分拆数等于n-1的1-2有序分拆数.
下面仅给出推论6的一个例子.
例2 设n=6,则6的末端分部量是1的1-

2有序分拆有下面8个:
(1,2,2,1),(1,2,1,1,1),(2,2,1,1),
(1,1,2,1,1),(1,1,1,1,1,1),(2,1,1,1,1),
(2,1,2,1),(1,1,1,2,1)
与5的以下8个1-2有序分拆一一对应:
(1,2,2),(1,2,1,1),(2,2,1),(1,1,2,1),
(1,1,1,1,1),(2,1,1,1),(2,1,2),
(1,1,1,2)
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结合定理3和定理5,易得下面的有序分拆

恒等式.
定理8 正整数n的首、末两端的分部量都

是1的1-2有序分拆数等于n的分部量大于1的

有序分拆数.
利用有序分拆的共轭易知两类分拆之间存在

一一对应关系,证明略.
由定理4和定理2可得到下面的恒等式.
定理9 正整数n的首、末两端分部量至少

有一个是2的1-2有序分拆数等于n的奇有序分

拆数.
下面给出该定理的一个组合证明.
证明 对于正整数n的首、末两端分部量至

少有一个是2的任意一个1-2有序分拆α=(a1,

a2,…,ak),若a1=1,此时ak=2,在α中,按照从

左向右的顺序,将分部量1和其右边相邻的所有

分部量2相加,产生的和作为新的分部量,这样得

到的分拆就是n的左端分部量是1,右端分部量

大于1的奇有序分拆.反之,对于n的右端分部量

大于1的任意一个奇有序分拆,将大于1的奇分

部量分拆成“1,2,2,…,2”的形式,就得到n的左

端分部量是1,右端分部量是2的1-2有序分拆.
在α中,当a1=2时,分两种情形来讨论:
(a)右端的分部量ak=1;
(b)右端的分部量ak=2.
对于情形(a)中的任意一个分拆β=(2,

a2,…,ak-1,1),首先将左端的分部量2分拆成

“1,1”,得到分拆γ=(1,1,a2,…,ak-1,1),然后在

分拆γ中按照从左向右的顺序,将分部量1和其

右边相邻的所有分部量2相加,产生的和作为新

的分部量,这样就得到n的左、右两端分部量都是

1的奇有序分拆.反之,对于n的左、右两端分部

量都是1的任意一个奇有序分拆,将大于1的奇

分部量分拆成“1,2,2,…,2”的形式,然后将左端

的两个相邻的分部量“1,1”相加,得到的2作为新

的分部量,就得到情形(a)中的分拆.
对于情形(b)中 的 任 意 一 个 分 拆δ=(2,

a2,…,ak-1,2),首先将右端的分部量2分拆成

“1,1”,并把其中一个1放在分拆的左端,得到分

拆η=(1,2,a2,…,ak-1,1),然后在分拆η中按照

从左向右的顺序把分部量1和它右边相邻的所有

分部量2相加,产生的和作为新的分部量,这样就

得到n的左端分部量大于1,右端分部量是1的

奇有序分拆.反之,对于n的左端分部量大于1,
右端分部量是1的任意一个奇有序分拆,首先将

大于1的奇分部量分拆成“1,2,2,…,2”的形式,
然后将左端的分部量1加到右端的分部量1上得

到的和2作为右端的分部量.这样就得到了情形

(b)中的分拆.
两类分拆之间是一一对应的.

□
下面给出一个例子来说明定理9中的对应关

系.
例3 设n=6,则6的首、末两端分部量至

少有一个是2的1-2有序分拆有下面8个:
(2,2,2),(2,1,1,2),(2,2,1,1),(1,1,2,2),
(1,1,1,1,2),(2,1,1,1,1),(2,1,2,1),
(1,2,1,2)
与6的以下8个奇有序分拆一一对应:
(5,1),(3,1,1,1),(1,3,1,1),(1,5),
(1,1,1,3),(1,1,1,1,1,1),(1,1,3,1),
(3,3)
类似地,由定理4、定理1和定理3得到下面

的恒等式.
定理10 正整数n的首、末两端分部量至少

有一个是2的1-2有序分拆数等于n-1的1-2有

序分拆数.
证明 对于正整数n的首、末两端分部量至

少有一个是2的任意一个1-2有序分拆δ=(r1,

r2,…,rt),若rt=2,则用rt-1=1替换rt,就得

到n-1的右端分部量是1的相应分拆.若rt=1,
则r1=2,求δ的反分拆δ'=(rt,…,r2,r1),然后

删掉δ'左端的分部量rt,就得到n-1的右端分部

量是2的相应分拆.
反之,对于n-1的任意一个1-2有序分拆

σ=(c1,c2,…,ck),若ck=1,则用ck+1=2替换

ck,就得到n的右端分部量是2的1-2有序分拆;
若ck=2,先在σ的左端添上分部量1,得到分拆

τ=(1,c1,c2,…,ck),再求τ的反分拆τ',则τ'就

是n 的右端分部量是1,左端分部量是2的1-2有

序分拆.
故两类分拆之间一一对应.

□
定理11 正整数n的首、末两端分部量至少

有一个是2的1-2有序分拆数等于n+1的分部

量大于1的有序分拆数.
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证明 对于正整数n的首、末两端分部量至

少有一个是2的任意一个1-2有序分拆α=(a1,

a2,…,at),若a1=1,此时at=2,则在α的右端添

分部量1,得到分拆π=(a1,a2,…,at,1)就是n+
1的两端分部量都是1,且右端只有一个1的1-2
有序分拆.接下来,求π的共轭分拆π,则π就是

n+1的分部量大于1,且右端分部量是2的有序

分拆.若a1=2,首先把分部量a1=2分拆成“1,

1”,并把一个1放在右端,得到分拆ρ=(1,a2,…,

at,1),然后在ρ的右端添分部量1,得分拆δ=(1,

a2,…,at,1,1)就是n+1的两端分部量都是1,且
右端至少有两个1的1-2有序分拆.接下来,求δ
的共轭分拆δ,则δ就是n+1的分部量大于1,且
右端分部量大于2的有序分拆.

反之,对于n+1的任意一个分部量大于1的

有序分拆σ=(c1,c2,…,cs),首先求σ的共轭分拆

σ=(b1,b2,…,bt)就是n+1的两端分部量都是1
的1-2有序分拆,然后删掉σ的右端分部量1,得
到分拆τ=(b1,b2,…,bt-1)就是n的左端分部量

是1的1-2有序分拆.在分拆τ中,若bt-1=1,就
将bt-1=1加到左端的分部量b1 上,得到的2作

为左端新的分部量,就得到n的左端分部量是2
的1-2有序分拆;若bt-1=2,则分拆τ就是n 的右

端分部量是2的1-2有序分拆.
故两类分拆之间一一对应.

□
由定理4和定理6可得到下面的恒等式.
推论7 正整数n的首、末两端分部量至少

有一个是2的1-2有序分拆数等于正整数n的首

端分部量是1的1-2有序分拆数.
证明 对于正整数n的首、末两端分部量至

少有一个是2的任意一个1-2有序分拆α=(a1,

a2,…,ak),其中a1、ak 至少有一个是2,若ak=1,

此时a1=2,则求α的反分拆,就得到n的左端分

部量是1,右端分部量是2的1-2有序分拆.若

ak=2,分两种情况:当a1=2,将a1=2分拆成“1,

1”,并把这两个1分别放在左、右两端;当a1=1,
此时ak=2,将ak=2分拆成“1,1”.于是得到n的

左、右两端分部量是1的1-2有序分拆.反之,对
于n的任意一个首端分部量是1的1-2有序分拆

β=(b1,b2,…,bt-1,bt),其中b1=1,若bt=2,求β
的反分拆,就得到n的左端分部量是2,右端分部

量是1的1-2有序分拆;若bt=1,分两种情况:当

bt-1=1,把bt 与bt-1合并得到的2作为右端新的

分部量;当bt-1=2,把bt 与左端的分部量b1 合并

得到的2作为左端新的分部量.于是得到n的右

端分部量是2的1-2有序分拆.
□

由定理4和定理7可得到下面的恒等式.
推论8 正整数n的首、末两端分部量至少

有一个是2的1-2有序分拆数等于正整数n的末

端分部量是1的1-2有序分拆数.
该推论的证明与推论7相同,故证明略.
下面给出推论8的一个例子.
例4 设n=6,则6的首、末两端分部量至

少有一个是2的1-2有序分拆有下面8个:
(2,2,2),(2,1,1,2),(2,2,1,1),(1,1,2,2),
(1,1,1,1,2),(2,1,1,1,1),(2,1,2,1),
(1,2,1,2)
与6的以下8个末端分部量是1的1-2有序

分拆一一对应:
(1,2,2,1),(1,2,1,1,1),(2,2,1,1),
(1,1,2,1,1),(1,1,1,1,1,1),(2,1,1,1,1),
(2,1,2,1),(1,1,1,2,1)

3 结 语

在整数分拆理论中,分拆恒等式的研究一直

是研究热点,而关于分部量带约束条件正整数有

序分拆恒等式的研究还不是非常深入.本文主要

考察了正整数的分部量是1或者2的有序分拆,
尤其是正整数的首、末两端分部量是1或者2的

1-2有 序 分 拆,得 到 了 这 些 有 序 分 拆 数 与

Fibonacci数之间的一些关系式.进而,利用熟知

的与Fibonacci数相关的有序分拆恒等式,得到了

几个关于正整数的1-2有序分拆的新的有序分拆

恒等式,并给出了组合双射证明.这些结果在理论

上进一步丰富了整数分拆恒等式,同时也为寻找整

数分拆恒等式的组合双射证明提供了一些方法.
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Severalidentitiesandcombinatorialproofsfor1-2compositions

GUO Yuhong*

(SchoolofMathematicsandStatistics,HexiUniversity,Zhangye734000,China)

Abstract:Twoclassesof1-2compositionsofpositiveintegerarestudied.Oneofthemisthe1-2
compositionswithpartsofsize1attheleftandtherightofpositiveintegers,andtheotheristhe1-2
compositionswithpartsofsize2attheleftortherightofpositiveintegers.Firstly,somerelations
betweenthenumberofthesecompositionsandtheFibonaccinumbersareobtained.Andthenusing
thewell-knowncompositionidentitiesrelatedtotheFibonaccinumbers,severalnewcomposition
identitiesbetweenthenumberofthesetwoclassesofthecompositionsandthenumberofthe
compositionswithpartsofodd,thenumberofthecompositionswithpartsofsizegreaterthan1and
thenumberofthecompositionswithpartsofsize1or2aregot.Inaddition,combinatorialbijective
proofsoftheseidentitiesaregiven.

Keywords:1-2compositions;thepart;Fibonaccinumber;identity;combinatorialproof
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