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摘要:采用Chebyshev谱配置法求解Volterra型积分微分方程.首先将积分微分方程改写成

等价的第二类Volterra积分方程组,再取Clenshaw-Curtis点为配置点,然后利用Clenshaw-
Curtis求积法则离散方程中积分项得到配置方程组,最后给出在L∞范数空间下的误差分析,

并用数值实例验证理论分析的结果.该方法既有谱精度,程序又易实现.
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0 引 言

Volterra型积分微分方程(VIDEs)在许多科

学与工程问题中有广泛的应用,大多数情况下,其
解析解很难得到,通常转而求其满足一定精度要

求的近似解.关于VIDEs解的存在性与唯一性可

参考文献[1].当解足够光滑时,谱方法由于其谱

精度成为求解微分与积分方程时常用的一种方

法,主要有谱Galerkin方法、配点法及Tau方法.
与Legendre多项式有关的配点法称为Legendre
谱配置法,与Chebyshev多项式有关的配点法称

为Chebyshev谱配置法.
2009年,Jiang[2]将 VIDEs转换成与之等价

的第二类Volterra积分方程组,然后用Legendre
谱配置法实现对方程组的数值求解,得到了较好

的误差精度.吴华等[3]做了进一步的研究,首先

也是将VIDEs转换成第二类 Volterra积分方程

组,然后选取Chebyshev-Gauss-Lobatto点(即为

Chebyshev多项式的极值点加上两个端点,又称

为Clenshaw-Curtis点)为配置点,再将函数用配

置点上满足插值条件的插值多项式近似代替,得
到配置方程组再计算.两者相比较,Legendre谱

配置法虽然取得了较好的误差精度,但Legendre
多项式的权是隐式的,计算时涉及矩阵特征值与

特征向量,计算时间较长;Chebyshev谱配置法的

节点(Clenshaw-Curtis点)是显式的,积分权可通

过快速傅里叶变换计算,复杂度为O(nlogn).本文

将提出另一种Chebyshev谱配置法求解Volterra
型积分微分方程,与文献[3]积分处理方式不同,
先要通过线性变换将区间转化到[-1,1]上,再利

用Clenshaw-Curtis求积公式处理积分项,最后用

插值多项式的值近似其余点上的函数值.

1 格式构造

首 先,将 VIDEs 转 化 成 等 价 的 第 二 类

Volterra 积 分 方 程 组 (VIEs), 然 后 利 用

Clenshaw-Curtis求积法则离散方程中积分项得

到配 置 方 程 组,将 未 知 函 数 在 配 置 点 上 作

Lagrange插值,进而得到原方程的离散格式.
考虑方程

u'(x)=p(x)u(x)+∫
x

-1
k(x,s)u(s)ds+f(x),

    x∈ [-1,1];

u(-1)=u-1

(1)
式中:u(x)为未知函数,u'(x)为未知函数u(x)的
一阶导数;核函数k(x,s)与右侧函数p(x)、f(x)
均足够光滑.记z(x)=u'(x),将方程(1)转换成



关于函数z(x)的并与之等价的第二类VIEs:

 z(x)=f(x)+u-1p(x)+p(x)∫
x

-1
z(s)ds+

∫
x

-1
k(x,s) u-1+∫

s

-1
z(τ)dτ ds (2)

或

z(x)=f1(x)+∫
x

-1
k1(x,s)z(s)ds

其中

f1(x)=f(x)+u-1p(x)+u-1∫
x

-1
k(x,s)ds

k1(x,s)=p(x)+∫
x

s
k(x,τ)dτ

为了便于计算,再将方程(2)改写成如下形式:

u(x)=∫
x

-1
(z(s)+p(s)u(s))ds+u-1

z(x)=f(x)+∫
x

-1
k(x,s)u(s)ds

(3)

取 配 置 点 为 Clenshaw-Curtis 点 xi =

cos iπn 
n

i=0 ,令方程组(3)在配置点{xi}ni=0恒成

立,则

u(xi)=∫
xi

-1
(z(s)+p(s)u(s))ds+u-1

z(xi)=f(xi)+∫
xi

-1
k(xi,s)u(s)ds

0≤i≤n

(4)

再进行如下线性变换:

s(xi,θ)=xi+1
2 θ+xi-1

2
,θ∈[-1,1] (5)

将积分区间[-1,xi]转换到[-1,1],得到

u(xi)=
1+xi

2∫
1

-1
(z(s(xi,θ))+

p(s(xi,θ))u(s(xi,θ)))dθ+u-1

z(xi)=f(xi)+
1+xi

2∫
1

-1
(k(xi,s(xi,θ))×

u(s(xi,θ)))dθ
然后,利用Clenshaw-Curtis求积公式近似计

算方程中的积分项,其中权利用离散傅里叶变换

计算[4],可得到

u(xi)≈1+xi

2  ∑
n

j=0
z(s(xi,θj))ωj+

∑
n

j=0
p(s(xi,θj))u(s(xi,θj))ωj +u-1;

z(xi)≈f(xi)+1+xi

2 ∑
n

j=0

(k(xi,s(xi,θj))×

u(s(xi,θj))ωj) (6)

假设{xi}ni=0与{θi}ni=0是同一组点,将函数

u(x)、z(x)在Clenshaw-Curtis点作Lagrange插

值,有

u(x)≈∑
n

p=0
u(xp)Lp(x)∶=In(u)

z(x)≈∑
n

p=0
z(xp)Lp(x)∶=In(z)

其中Lp(x)是基于 Clenshaw-Curtis点的p 阶

Lagrange插值基函数,进而有

u(s(xi,θ))≈∑
n

p=0
u(xp)Lp(s(xi,θ))

z(s(xi,θ))≈∑
n

p=0
z(xp)Lp(s(xi,θ))

代入方程组(6)得

u(xi)≈
1+xi

2  ∑
n

p=0
z(xp)∑

n

j=0
Lp(s(xi,θj))ωj+

∑
n

p=0
u(xp)∑

n

j=0

(p(s(xi,θj))×

Lp(s(xi,θj))ωj) +u-1

z(xi)≈f(xi)+
1+xi

2 ∑
n

p=0
u(xp)×

∑
n

j=0
k(xi,s(xi,θj))Lp(s(xi,θj))ωj

设ui、zi 分别为u(xi)和z(xi)的近似值,使得方

程组取等号时成立,得到方程(1)的离散格式:

ui=
1+xi

2  ∑
n

p=0
zp∑

n

j=0
Lp(s(xi,θj))ωj+

∑
n

p=0
up∑

n

j=0
p(s(xi,θj))Lp(s(xi,θj))ωj +u-1;

zi=f(xi)+
1+xi

2 ∑
n

p=0
up∑

n

j=0

(k(xi,s(xi,θj))×

Lp(s(xi,θj))ωj) (7)
记Un=(u0 u1 … un)T,Zn=(z0 z1 …

zn)T,Fn=(f(x0)f(x1) … f(xn))T,则方程

组(7)表示成矩阵的形式如下:

Un=AZn+BUn+U-1

Zn=Fn+CUn

其中U-1=u-1×(1 1 … 1
  

n+1

)T,矩阵A、B和C
中元素分别由下式确定:

Aij=
1+xi

2 ∑
n

j=0
Lp(s(xi,θj))ωj

Bij=
1+xi

2 ∑
n

j=0
p(s(xi,θj))Lp(s(xi,θj))ωj

Cij=
1+xi

2 ∑
n

j=0
k(xi,s(xi,θj))Lp(s(xi,θj))ωj
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2 收敛性分析

在理论上分析和论证离散格式(7)的收敛性,
首先给出在定理证明时将会用到的引理.

引理1(插值误差估计[5]) 假设u∈Hm(I),
m≥1,并 定 义 In (·)表 示 基 于 (n+1)个

Clenshaw-Curtis点{xi}ni=0的n阶Lagrange插值

算子,则有如下式子成立:
u-In(u)Hl(I)≤Cnl-m u Hm(I),0≤l≤1
引理2[6] 令Fi(x)是以Clenshaw-Curtis点

{xi}ni=0为插值节点的第i个Lagrange插值基函

数,则

In L∞(-1,1)∶= max
x∈[-1,1]∑

n

i=0
Fi(x)=O(logn)

引理3(Sobolev不等式[7]) 任意函数u∈
H1(a,b),有如下不等式成立:

u L∞(a,b)≤ 1b-a+2 
1/2

u 1/2
L2(a,b)u 1/2

H1(a,b)

引理4(Gronwall不等式[8-9]) 如果一个非

负连续函数E(t)满足

E(t)≤C1∫
t

-1
E(s)ds+G(t),-1<t<1

其中G(t)为一个可积函数,则
E Lp(I)≤C G Lp(I),p≥1

定理1(Clenshaw-Curtis求积误差) 假设

u(x)∈Hm(I),m≥1,且∑
n

i=0
ωiu(xi)为∫

1

-1
u(x)dx

在Clenshaw-Curtis积分法则下的近似,则对足够

大的n,存在与n无关的常数C 使得

∫
1

-1
u(x)dx-∑

n

i=0
ωiu(xi)≤Cnl-m u Hm(I),

I=[-1,1]

证明 因为∫
1

-1
In(u)dx=∫

1

-1∑
n

i=0
u(xi)Li(x)dx=

∑
n

i=0
u(xi)∫

1

-1
Li(x)dx=∑

n

i=0
u(xi)ωi,故

∫
1

-1
u(x)dx-∑

n

i=0
ωiu(xi)=

∫
1

-1
u(x)dx-∫

1

-1
In(u)dx =

∫
1

-1
(u(x)-In(u))dx ≤

∫
1

-1
u(x)-In(u)dx≤

2u(x)-In(u)Hl(I)

利用引理1得

∫
1

-1
u(x)dx-∑

n

i=0
ωiu(xi)≤Cnl-m u Hm(I)

定理2 设u(x)∈Hm(I)(I=[-1,1])是
方程(1)的准确解,其中un(x)、zn(x)是通过

Chebyshev谱配置法所得到的数值解:

un(x)∶=∑
n

i=0
uiLi(x)

zn(x)∶=∑
n

i=0
ziLi(x)

(8)

当m≥1,有
u-un L∞(I)≤Cnl-m u Hm(I)+Cn1/2-m u Hm(I)+

Cn1/2-m z Hm(I)

证明 根据方程组(8)中记号,有

∑
n

p=0
zp∑

n

j=0
Lp(s(xi,θj))ωj=∑

n

j=0
zn(s(xi,θj))ωj=

∫
1

-1
zn(s(xi,θ))dθ

∑
n

p=0
up∑

n

j=0
k(xi,s(xi,θj))Lp(s(xi,θj))ωj=

∑
n

j=0
k(xi,s(xi,θj))un(s(xi,θj))ωj

则方程组(7)可以写成

 ui=
1+xi

2  ∫
1

-1
zn(s(xi,θ))dθ+

∑
n

j=0
p(s(xi,θj))un(s(xi,θj))ωj +u-1

zi=f(xi)+
1+xi

2  ∑
n

j=0

(k(xi,s(xi,θj))×

un(xi,s(xi,θj))ωj) 
方程组两边同时加上一个积分项,并移项得

 ui=
1+xi

2  ∫
1

-1
zn(s(xi,θ))dθ +

1+xi

2  ∫
1

-1
p(s(xi,θ))un(s(xi,θ))dθ +

u-1-I1(xi)

zi=f(xi)+
1+xi

2  ∫
1

-1
(k(xi,s(xi,θ))×

un(s(xi,θ)))dθ -I2(xi)

其中

I1(xi)=
1+xi

2  ∫
1

-1
p(s(xi,θ))un(s(xi,θ))dθ-

∑
n

j=0
p(s(xi,θj))un(s(xi,θj))ωj 

I2(xi)=
1+xi

2  ∫
1

-1
k(xi,s(xi,θ))un(s(xi,θ))dθ-

∑
n

j=0
k(xi,s(xi,θj))un(xi,s(xi,θj))ωj 

将方程中积分项还原方程组(5)的逆过程得到
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 ui=∫
xi

-1
zn(s)ds+∫

xi

-1
p(s)un(s)ds+u-1-I1(xi)

zi=f(xi)+∫
xi

-1
k(xi,s)un(s)ds-I2(xi)

上式两边同乘Li(x)并从0到n求和得到

un(x)=In ∫
x

-1
zn(s)ds +In ∫

x

-1
p(s)un(s)ds +

u-1-J1(x);

zn(x)=In(f(x))+In ∫
x

-1
k(x,s)un(s)ds -J2(x)

(9)
其中

Ji(x)=∑
n

j=0
Ii(xj)Lj(x);i=1,2

方程组(7)两边同乘Li(x)并从0到n求和

可得

Inu=In ∫
x

-1
z(s)ds +In ∫

x

-1
p(s)u(s)ds +u-1;

Inz=In(f(x))+In ∫
x

-1
k(x,s)un(s)ds (10)

记eu(x)=u(x)-un(x),ez(x)=z(x)-zn(x),
联立方程组(9)和方程组(10)得

 eu(x)+Inu-u(x)=In ∫
x

-1
ez(s)ds +

In ∫
x

-1
p(s)eu(s)ds +

J1(x)

ez(x)+Inz-z(x)=In ∫
x

-1
k(x,s)eu(s)ds +

J2(x)
化简得

eu(x)=∫
x

-1
ez(s)ds+∫

x

-1
p(s)eu(s)ds+

J1(x)+J3(x)+J4(x)+J5(x);

ez(x)=∫
x

-1
k(x,s)eu(s)ds+J2(x)+

J6(x)+J7(x) (11)
其中

J3(x)=u(x)-Inu
J6(x)=z(x)-Inz

J4(x)=In ∫
x

-1
ez(s)ds -∫

x

-1
ez(s)ds

J5(x)=In ∫
x

-1
p(s)eu(s)ds -∫

x

-1
p(s)eu(s)ds

J7(x)=In ∫
x

-1
k(x,s)eu(s)ds -∫

x

-1
k(x,s)eu(s)ds

由方程组(11)得

eu(x)=∫
x

-1 ∫
s

-1
k(s,τ)eu(τ)dτ ds+

∫
x

-1
p(s)eu(s)ds+J*(x)=

∫
x

-1 ∫
x

s
k(τ,s)eu(τ)dτ+p(s) ds+J*(x)

其中

J*(x)=∫
x

-1
(J2(s)+J6(s)+J7(s))ds+J1(x)+

J3(x)+J4(x)+J5(x)
进而有

eu(x)≤∫
x

-1 ∫
1

-1
k(τ,s)dτ+

p(s) eu(s)ds+ J*(x)≤

2 max(x,s)∈I×I
k(x,s)+max

s∈I
p(s) ×

∫
x

-1
eu(s)ds+ J*(x)≤

C∫
x

-1
eu(s)ds+ J*(x)

由引理4得

eu(x)L∞(I)≤C J*(x)L∞(I)≤C∑
7

i=0
Ji(x)L∞(I)

下面将逐个分析Ji(x)(i=1,2,…,7)在L∞

范数空间的误差.首先,应用定理1对I1(x)进行

讨论:

I1(x)≤Cnl-m p(s(x,θ))un(s(x,θ))Hm(I)≤
Cnl-mmax

s∈I
p(s) un Hm(I)≤

Cnl-m un Hm(I)

类似可得到

I2(x)≤Cnl-m un Hm(I)

再利用引理2对J1(x)进行估计:

J1(x)L∞(I)= In(I1)L∞(I)≤
In L∞(I)I1 L∞(I)≤

Cnl-m(logn)(u Hm(I)+
eu L∞(I)) (12)

类似可得到

J2(x)L∞(I)≤Cnl-m(logn)(u Hm(I)+ eu L∞(I))
(13)

由引理1和引理3有

J3(x)L∞(I)≤C J3(x)1/2
L2(I) J3(x)1/2

H1(I)≤
(Cn-m u Hm(I)Cn1-m u Hm(I))1/2≤
Cn1/2-m u Hm(I) (14)

同理有

J6(x)L∞(I)≤Cn1/2-m z Hm(I) (15)
当取m=1时有

J5(x)L∞(I)≤Cn-1/2∫
x

-1
p(s)eu(s)ds

H1(I)
≤
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Cn-1/2 p(x)eu(x)+

∫
x

-1
px(s)eu(s)ds

L2(I)
≤

Cn-1/2(max
x∈I

p(x)+

max
x∈I

∂xp(x)L2(I))eu(x)L2(I)≤

Cn-1/2 eu(x)L2(I)≤

Cn-1/2 eu(x)L∞(I) (16)
同理有

J4(x)L∞(I)≤Cn-1/2 eu(x)L∞(I) (17)

J7(x)L∞(I)≤Cn-1/2 eu(x)L∞(I) (18)
联立式(12)至式(18)得

eu(x)L∞(I)≤C1nl-m(logn)(u Hm(I)+

eu L∞(I))+C2n1/2-m u Hm(I)+
C3n1/2-m z Hm(I)+

C4n-1/2 eu(x)L∞(I)

即

eu(x)L∞(I)≤Cnl-m(logn)u Hm(I)+
Cn1/2-m u Hm(I)+Cn1/2-m z Hm(I)

3 数值实例

为了便于比较,选用与文献[2-3]一样的数值

例子.
例1 计算Volterra型积分微分方程(1),其

中k(x,s)=exs,p(x)=sinx,f(x)=4e4x-

e4xsinx+ 1
x+4

(e-(x+4)-ex(x+4)),此时精确解为

u=e4x.
利用本文算法计算,将所得数值解与精确解

进行对比,结果如图1所示.

图1 数值解与精确解对比

Fig.1 Comparisonofnumericalsolutionandexactsolution

取不同的节点数n时,对应在L∞范数空间的

数值误差e如图2所示.

图2 L∞范数空间内数值误差

Fig.2 NumericalerrorinL∞normspace

从图1中可看出数值解与精确解拟合很好;
从图2中可以看出,随着节点数增加,数值误差呈

指数衰减,达到了预期的谱精度.
将本文算法结果与文献[2-3]中数值结果进

行对比,结果见表1.

表1 无穷范数空间内数值误差对比

Tab.1 Comparisonofnumericalerrorsininfinitenormspace

n
计算误差

本文算法 文献[2] 文献[3]

6

8

10

12

14

16

18

20

1.02×10-1

3.50×10-3

1.16×10-4

2.59×10-6

4.84×10-8

6.49×10-10

7.01×10-12

9.23×10-14

2.77×10-2

1.82×10-3

3.69×10-4

8.81×10-6

1.60×10-8

2.22×10-10

2.36×10-12

4.97×10-14

6.13×10-1

2.89×10-2

8.16×10-4

1.97×10-5

3.38×10-7

4.83×10-9

5.37×10-11

4.99×10-13

从表1中可见,本文Chebyshev谱配置法比文

献[3]中方法的收敛结果稍好,与文献[2]中方法达

到相同的收敛精度,文献[2]中采用带Legendre
权的Gauss求积公式,而本文采用Clenshaw-Curtis
求积公式,其Chebyshev权可通过离散傅里叶变

换计算,当节点较多时,计算时间可缩短,见表2.

表2 Legendre权与Chebyshev权的计算时间

Tab.2 CalculationtimeofLegendreweightand

Chebyshevweight

n
计算时间/s

Legendre权 Chebyshev权

10

50

100

1000

0.005901

0.001721

0.001714

0.012632

0.000464

0.000300

0.000323

0.000296
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4 结 语

本文利用Chebyshev谱配置法求解第二类

Volterra积分微分方程,首先将方程转化为第二

类 Volterra 积 分 方 程 组,然 后 令 方 程 组 在

Clenshaw-Curtis点上成立,再利用线性变换将区

间转化为[-1,1],用Clenshaw-Curtis求积公式

计算积分得到配置方程组,并给出了误差分析,数
值算例验证了其有效性.下一步的工作将推广到

带高振荡核的情形.
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Volterratypeintegral-differentialequationssolution
byChebyshevspectralcollocationmethod

FANG Chunhua*, HUANG Chaolan, WANG Jianyu

(SchoolofMathematics,HunanInstituteofScienceandTechnology,Yueyang414006,China)

Abstract:TheChebyshevspectralcollocationmethodisproposedtosolveVolterratypeintegral-
differentialequations.Firstly,theintegral-differentialequationisrewrittenintoanequivalentsystem
ofVolterraintegralequationsofthesecondtype,andClenshaw-Curtispointistakenasthecollocation
point,thenClenshaw-Curtisquadratureruleisusedtodiscretizetheintegraltermintheequationto
obtainthecollocationequations,andfinallytheerroranalysisisconductedinL∞normspaceand
numericalexamplesarepresentedtoverifythetheoreticalresults.Themethodhasspectralaccuracy
andiseasytoimplement.

Keywords:Volterratypeintegral-differentialequation;Volterraintegralequationsofthesecondkind;

Chebyshevspectralcollocationmethod;Clenshaw-Curtisquadrature;spectralaccuracy
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