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摘要:图G的一般全染色是指使用若干种元素对于图G 的全体点及边的一个分配.通常情

况下,染色时所用的k种颜色用1,2,…,k来表示,且数字代表的颜色之间有大小关系.图G
使用了k种颜色的一般全染色叫作图G 的k-一般全染色.利用反证法、构造染色法及色集合

事先分配法,讨论了完全四部图Kn1
,n2

,n3
,n4

(n1≤n2<n3≤n4)的点被多重集可区别的一般全

染色.给出了最优染色方案,并确定了相应染色的色数.
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0 引 言

点可区别一般边染色是由 Harary等于1985
年在文献[1]中提出的.文献[2]中引入了点可区

别一般全染色,并且研究了路、圈、星(即K1,n)、双
星、三星、轮、扇、完全图的点可区别一般全染色,
确定了它们的点可区别一般全色数.在文献[3]中
研究了完全二部图 K2,n和K3,n的点可区别(被非

多重集的)一般全染色,文献[4]中解决了部分完

全三部图的点可区别(被非多重集的)IE-全染色,
而在文献[5]中提出点被多重集可区别的IE-全
染色及一般全染色,且对完全二部图的点被多重

集可区别的IE-全染色及一般全染色都做了研

究.本文研究完全四部图的点被多重集可区别的

一般全染色,给出染色方案并确定相应的点被多

重集可区别的一般全色数.

1 准备工作

设f为图G 的一般全染色.对于任意的x∈

V(G),用Cf(x)或者C(x)表示点x的色以及与x
相关联的边的颜色构成的多重集.称Cf(x)为x
的多重色集合或者色集合.显然有 Cf(x)=
dG(x)+1,其中dG(x)表示图G 中点x 的度.若

对任意的u,v∈V,u≠v,总有Cf(u)≠Cf(v),则
称f是点被多重集可区别的.

令χgvt(G)=min{k|图G 存在点被多重集可

区别的k-一般全染色},将χgvt(G)称为点被多重

集可区别的一般全色数.
用Kn1,n2,n3,n4

表示4个部的点数分别为n1、

n2、n3、n4 的完全四部图,第i个部为Xi={x(i)
1 ,

x(i)
2 ,…,x(i)

ni
},Xi =ni,ni≤nj,1≤i<j≤4.

在Kn1,n2,n3,n4
的一个k-一般全染色下,X4 是

含点最多的部,X4 中点的色集合为{aj,1,aj,2,…,

aj,n1+n2+n3+1
},色集合中包含n1+n2+n3+1种元

素(重复的按重复出现的次数计算).
为了便于叙述,本文中部分位置用G 来代表

Kn1,n2,n3,n4.
设X、Y 是图G 点集V(G)的两个非空子集.

用[X,Y]表示一个顶点在X、另一个顶点在Y 的

所有边构成的集合.
本文中经常用到由颜色1的数目使得两个点

可区别的方法:当某一步染色方案染色成功后,
图G中的某两点x(t)

i 与x(s)
j 的色集合所含元素数

目相等且C(x(t)
i )中含元素1的数目大于C(x(s)

j )

中含元素1的数目,在 X4 中点对应的多重集元



素的染色顺序中,染边x(t)
i x(4)

l 先于染边x(s)
j x(4)

l ,
那么,当X4 中出现更多的点时,在上一步染色方

案的基础上,给 X4 中未染点及边的顶点对应一

个多重集,这个多重集异于 X4 中其他点对应的

多重集,且集合中元素按不减顺序排列,染色顺序

保持不变,那么依然有C(x(t)
i )中含元素1的数目

大于C(x(s)
j )中含元素1的数目,即C(x(t)

i )≠

C(x(s)
j )恒成立,s,t∈[1,3],i∈[1,nt],j∈[1,

ns],l∈[1,n4].
引理1[6] 从n个互异元素中可重复取出r

个组合的数目为
n+r-1

r  .
从n个互不相同元素中取出r个做成的重复

组合叫作r-组合.r-组合也是前述n个互不相同

元素构成的集合的含有r 个元素的多重子集合,
所以r-组合也叫作r-多重子集或简称为r-子集.

在不特殊说明的情况下,本文中书写一个r-
子集时,里面的元素按照不减的顺序排列.

2 完全四部图的点被多重集可区别

的一般全染色

定理1 (i)当n1≤n2<n3=n4 且n2+1≤

n4≤n1+n2+2时,χgvt(G)=2.
(ii)当n1≤n2<n3=n4 且n4≥n1+n2+3时,

χgvt(G)=3.
由于n1=n2<n3=n4 与n1<n2<n3=n4 在

证明过程中有诸多类似的地方,所以这里将两种

类型合并到一起证明.
(i)当n1≤n2<n3=n4 时,由引理1可知,两

种色的(n1+n2+n3+1)-子集共有n1+n2+n3+2
个,要使得两种色可以满足要求的染色,至少需

n1+n2+n3+2≥2n4⇒n4≤n1+n2+2.
下面分两种情况构造图G 的使用了两种色

的点被多重集可区别的一般全染色的染色方案.
a.n2+1≤n4≤n1+n2+1
将1、2这两种色的(n1+n2+n3+1)-子集按

照{1,1,1,…,1,1,1},{1,1,1,…,1,1,2},{1,1,

1,…,1,2,2},…,{1,1,2,…,2,2,2},{1,2,2,…,

2,2,2},{2,2,2,…,2,2,2}排序.

取前
n4
2

个集合及后
n4
2

个集合共n4 个

集合依次分配给X3 的n4 个点.

从第 n1+n2+n3+3
2 -

n4
2  开始取,

取出n4 个子集依次分配给X4 的n4 个点.
给Xj 中每个点染以色j,j=1,2.[X1,X2]中

的每条边染以色2.

令X3 中前
n4
2

个点与X4 中每个点所连的

边染以色1,X3 中后
n4
2

个点与X4 中每个点所

连的边染以色2.
这样,[X3,X4]中的边已染好,此时,X3、X4

中点对应的集合中已有n3 个元素被确定,将剩余

的n1+n2+1个元素以不减顺序排列,记为{ai,1,

ai,2,…,ai,n1+n2+1
}.

令颜色ai,1染点x(s)
i ,颜色ai,2染边x(1)

1 x(s)
i ,…,

颜色ai,n1+1
染边x(1)

n1x
(s)
i ,颜色ai,n1+2

染边x(2)
1 x(s)

i ,
颜色ai,n1+3

染边x(2)
2 x(s)

i ,…,颜色ai,n1+n2+1
染边

x(2)
n2x

(s)
i ,s=3,4,i∈[1,ns].
这样,图G 中所有的点及边已染好,下面说

明在这种染色方案下,不同点的色集合不同.
(1)一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
由染色方案可知,X1 中点的色集合所含元素

1的数目恒多于X2 中点的色集合所含元素1的

数目,又因为X3、X4 中点的色集合所含元素数目

大于X1、X2 中点的色集合所含元素数目,且X3、

X4 中点的色集合被分配以不同的(n1+n2+n3+
1)-子集,故一旦两个点属于不同的部,那么这两

个点的色集合不同.
(2)同一部的点的色集合互不相同.
先说明X1、X2 中点的色集合各不相同.在上

述染色方案中,将X3、X4 中点对应的集合中,用
于染点及[X3,X4]中边的元素去掉,将剩余元素

以不减顺序排成一列,共有2n4 个(n1+n2)-子集,
必存在一组{1,1,1,…,1,1,1},{1,1,1,…,1,1,

2},{1,1,1,…,1,2,2},…,{1,1,2,…,2,2,2},
{1,2,2,…,2,2,2},{2,2,2,…,2,2,2},这些元素

用于染[X1∪X2,X3∪X4]中的边.
这样,在[X1,X2]中的每条边染以色2,X1 中

每个点染以色1,X2 中每个点染以色2的基础

上,有C(x(t)
i )中元素1的数目恒多于C(x(t)

j )中元

素1的数目,t=1,2,i<j,i,j∈[1,nt]
又因为X3、X4 中点对应不同的(n1+n2+
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n3+1)-子集,故同一部的点的色集合互不相同.
b.n4=n1+n2+2
此时,色集合提前分配需考虑n4 的奇偶性.
当n1<n2<n3=n4 时,n1+n2+2存在奇数

和偶数两种可能性,当n1=n2<n3=n4 时,n1+
n2+2必为偶数.

①当n4 为偶数时,依旧将1、2这两种色的

(n1+n2+n3+1)-子集按照前文方式排序.

取前
n4
2

个集合及后
n4
2

个集合,共n4 个集合按

顺序依次分配给X3 中n4 个点.

从第 n42+1 个集合开始取,一直取到第
3n4
2

个集合,共n4 个集合依次分配给X4 中n4 个点.
给Xj 中每个点染以色j,j=1,2.[X1,X2]中

的每条边染以色2.

令X3 中前
n4
2

个点与 X4 中每个点所连的边

染以色1,X3 中后
n4
2

个点与 X4 中每个点所连的

边染以色2.
后续步骤与当n2+1≤n4≤n1+n2+1时的

情况相同,不再赘述.
②当n4 为奇数时,依旧将1、2这两种色的

(n1+n2+n3+1)-子集按照前文方式排序.

取前
n4
2

个集合、第 2 n4
2 +1 个集合、

后
n4
2

个集合共n4 个集合依次分配给X3 中n4

个点.

取第 n4
2 +1 到第2

n4
2

个集合、第

 2 n4
2 +2 个 集 合、第 2 n4

2 +3 到 第

 3 n4
2 +2 个集合共n4 个集合依次分配给X4

中n4 个点.
令Xj 中每个点染以色j,j=1,2.[X1,X2]中

的每条边染以色2.

X3 中前
n4
2

个点与X4 中每个点所连的边

染以色1.

X3 中第 n4
2 +1 个点与 X4 中前

n4
2

个点所连的边染以色1,与X4 中后
n4
2

个点所

连的边染以色2.

X3 中后
n4
2

个点与X4 中每个点所连的边

染以色2.
后续步骤与当n2+1≤n4≤n1+n2+1时的

情况相同,不再赘述.
(ii)当n4≥n1+n2+3时,由(i)中的讨论可

知,两种色无法满足要求的染色,下面给出图G
使用了3种色的点被多重集可区别的一般全染色

的染色方案.
设A 为次对角线及其上方元素全为1,而次

对角线下方元素全为2的阶为2n1 的方阵,D 为

(n3-2n1)×2n1 的元素全为2的矩阵,Ci 为次对

角线及其上方元素全为1,而次对角线下方元素

全为2的阶为ni 的方阵,Ji 为元素全为2的

(n3-ni)×ni 矩阵,B 为次对角线及其下方元素

全为3,而次对角线上方元素全为2的阶为n3 的

方阵,N 为元素全为3的n3×1矩阵,i=1,2.

当n1=n2 时,令Q=
A
D  ,M=(Q B N);

当n1<n2 时,令Ti=
Ci

Ji  ,M=(T1 T2 B N).

将M 的行对应的子集依次分配给X4 中的

n4 个点.
设 x(4)

i 对 应 的 子 集 为 {ai,1,ai,2,…,

ai,n1+n2+n3+1
},i=1,2,…,n4.

令 颜 色 ai,1 染 边 x(1)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,2 染 边

x(1)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,n1
染边x(1)

n1x
(4)
i ,颜色ai,n1+1

染

边 x(2)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,n1+2
染 边 x(2)

2 x(4)
i ,…,颜 色

ai,n1+n2
染边x(2)

n2x
(4)
i ,颜色ai,n1+n2+1

染边x(3)
1 x(4)

i ,
颜色ai,n1+n2+2

染边x(3)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,n1+n2+n3
染

边x(3)
n3x

(4)
i ,颜色ai,n1+n2+n3+1

染点x(4)
i .

给Xj 中的每个点染以色j,j=1,2,3.给

[X3,X1∪X2]、[X1,X2]中的每条边染以色2.
这样,图G 中所有的点及边已染完,下面说

明图G 中点的色集合不同.
(1)一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
X3 中点的色集合仅含元素2、3,不含元素1,

而X4 中点的色集合含元素1、2、3,且 X3、X4 中

点的色集合所含元素数目小于 X1、X2 中点的色

集合所含元素数目,下面考虑区分X1、X2 中点的

色集合.
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当n1=n2 时,由染色方案可知,X1 中点的色

集合含元素1的数目恒大于X2 中点的色集合含

元素1的数目.
当n1<n2,X1 中点的色集合所含元素数目大

于X2 中点的色集合所含元素数目.
故一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
(2)同一部中点的色集合互不相同.

C(x(t)
i )中元素1的数目恒大于C(x(t)

j )中元

素1的数目,t=1,2,i<j,i,j∈[1,nt].

C(x(s)
p )中元素3的数目恒小于C(x(s)

q )中元

素3的数目,s=3,4,p<q,p,q∈[1,ns].
故同一部中点的色集合互不相同.
例1 求完全四部图 K3,4,5,5的点被多重集

可区别的一般全染色的全色数及染色方案.
解 将1、2这两种色的13-子集按照染色方

案所述排成一列,并标号1,2,…,14.
取标号为1、2、3、13、14的5个集合依次分配

给X3 中的5个点.
取标号为6、7、8、9、10的5个集合依次分配

给X4 中的5个点.
给Xj 中每个点染以色j,j=1,2.[X1,X2]中

的每条边染以色2.
令X3 中前3个点与 X4 中每个点所连的边

染以色1,X3 中后2个点与 X4 中每个点所连的

边染以色2.
这样,[X3,X4]中的边已染好,此时,X3、X4

中点对应的集合中已有5个元素被确定,将剩余

的8个元素以不减顺序排列,记为{ai,1,ai,2,…,

ai,8}.
令颜色ai,1染点x(s)

i ,颜色ai,2染边x(1)
1 x(s)

i ,…,

颜色ai,4染边x(1)
3 x(s)

i ,颜色ai,5染边x(2)
1 x(s)

i ,颜色

ai,6染边x(2)
2 x(s)

i ,…,颜色ai,8染边x(2)
4 x(s)

i ,s=3,

4,i∈[1,ns].
这样,图G 中所有的点及边已染好,下面对

Xj 中点的色集合进行列举,j=1,2.
X1:C(x(1)

1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,

2,2,2,2},

C(x(1)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,

2,2,2,2},

C(x(1)
3 )={1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,

2,2,2,2}

X2:C(x(2)
1 )={1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2},

C(x(2)
2 )={1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2},

C(x(2)
3 )={1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2},

C(x(2)
4 )={1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2}

故Cgvt(K3,4,5,5)=2.
例2 求完全四部图 K3,4,9,9的点被多重集

可区别的一般全染色的全色数及染色方案.
解 将1、2这两种色的17-子集按照前文方

式排成一列,并标号1,2,…,18.
取前4个集合、第9个集合、后4个集合共

9个集合依次分配给X3 中9个点.
取第5到第8个集合、第10个集合、第11到

第14个集合共9个集合依次分配给X4 中9个点.
令Xj 中每个点染以色j,j=1,2.[X1,X2]中

的每条边染以色2.
X3 中前4个点与X4 中每个点所连的边染以

色1.
X3 中第5个点与X4 中前4个点所连的边染

以色1,与X4 中后5个点所连的边染以色2.
X3 中后4个点与X4 中每个点所连的边染以

色2.
这样,[X3,X4]中的边已染好,此时,X3、X4

中点对应的集合中已有9个元素被确定,将剩余

的8个元素以不减顺序排列,记为{ai,1,ai,2,…,

ai,8}.
令颜色ai,1染点x(s)

i ,颜色ai,2染边x(1)
1 x(s)

i ,…,
颜色ai,4染边x(1)

3 x(s)
i ,颜色ai,5染边x(2)

1 x(s)
i ,颜色

ai,6染边x(2)
2 x(s)

i ,…,颜色ai,8染边x(2)
4 x(s)

i ,s=3,

4,i∈[1,ns].
这样,图G 中所有的点及边已染好,下面对

Xj 中点的色集合进行列举,j=1,2.
X1:C(x(1)

1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2},

C(x(1)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

C(x(1)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,

2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}

X2:C(x(2)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,
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2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

C(x(2)
2 )={1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,

2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

C(x(2)
3 )={1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

C(x(2)
4 )={1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,

2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}

故Cgvt(K3,4,9,9)=2.
定理2 (i)当n1=n2<n3<n4 且n3+1≤

n4≤
n1+n2+n3+2

n1+n2+n3+1  时,χgvt(G)=2.

(ii) 当 n1 = n2 < n3 < n4 且

n1+n2+n3+k-1

n1+n2+n3+1  + 1 ≤ n4 ≤

n1+n2+n3+k

n1+n2+n3+1  时,χgvt(G)=k,k≥3.

(i)首先给出当n1=n2<n3<n4 且n4=n3+1
时图G 使用了两种色的点被多重集可区别的一

般全染色的染色方案.
设Ti 为元素全为i的n3×ni 矩阵,A 为次对

角线及其上方元素全为1,而次对角线下方元素全

为2的阶为n3 的方阵,N 为n3×1矩阵,i=1,2.
令M=(T1 T2 A N),矩阵 M 的每一行

从左到右并非是不减的,且其任意两行不同.
设 x(4)

i 对 应 的 子 集 为 {ai,1,ai,2,…,

ai,n1+n2+n3+1
},i=1,2,…,n3.

令 颜 色 ai,1 染 边 x(1)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,2 染 边

x(1)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,n1
染边x(1)

n1x
(4)
i ,颜色ai,n1+1

染

边 x(2)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,n1+2
染 边 x(2)

2 x(4)
i ,…,颜 色

ai,n1+n2
染边x(2)

n2x
(4)
i ,颜色ai,n1+n2+1

染边x(3)
1 x(4)

i ,

颜色ai,n1+n2+2
染边x(3)

2 x(4)
i ,…,颜色ai,n1+n2+n3

染

边x(3)
n3x

(4)
i ,颜色ai,n1+n2+n3+1

染点x(4)
i .

再从1、2这两种色的(n1+n2+n3+1)-子集

中任取一个异于M 的行所对应的子集的子集,令
子集中的元素按不减顺序排列,将这个子集分配

给x(4)
n4
,并且按照上述染色方法染色.

给X1 中每个点染以色1,X2、X3 中每个点染

以色2,[X3,X1∪X2]中的每条边染以色1.
给 x(1)

i x(2)
1 ,x(1)

i x(2)
2 ,x(1)

i x(2)
3 ,…,x(1)

i x(2)
n2-2
,

x(1)
i x(2)

n2-1
,x(1)

i x(2)
n2

分 别 染 颜 色 1,1,…,1
  

n2-i+1

,

2,2,…,2
  

i-1

,i=1,2,…,n1.

这样,图G 中所有的点及边已染好,下面说明

在这种染色方案下,图G中各个点的色集合不同.
(1)一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
X3 中点的色集合所含元素数目为n1+n2+

n4+1,X4 中点的色集合所含元素数目为n1+
n2+n3+1,而 X1、X2 中点的色集合所含元素数

目均为n2+n3+n4+1,色集合所含元素数目不

同,色集合必然不同,故下面仅需考虑 X1、X2 中

点的色集合不同.
X1 中点的色集合含2n3+n1-i+2个1,i-

1个2,i∈[1,n1].
X2 中点的色集合含n1+n3-j+1个1,n3+

j个2,j∈[1,n2].
min{2n3+n1-i+2|i=1,2,…,n1}=2n3+2.
max{n1+n3-j+1|j=1,2,…,n2}=n1+n3.
显然有2n3+2>n1+n3,故 X1 中点的色集

合中元素1的数目恒大于X2 中点的色集合所含

元素1的数目.
故一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
(2)同一部中点的色集合互不相同.

C(x(t)
i )中元素1的数目恒大于C(x(t)

j )中元

素1的数目,t∈[1,3],i<j,i,j∈[1,nt].
而X4 中点对应不同的(n1+n2+n3+1)-子

集,故同一部中点的色集合互不相同.
现在对定理2中的(i)和(ii)同时考虑,当

n4≥n3+2时,在上述染色方案的基础上,X4 中出现

了部分点及边未染色,这部分点为x(4)
n3+2
,x(4)

n3+3
,…,

x(4)
n4 .给这部分点对应k种色的n1+n2+n3+1-子

集且异于上述已确定的n3+1个子集,其中子集

中的元素以不减顺序排列,用类似的方法给x(4)
j

所关联的边及点进行染色,k≥2,j=n3+2,n3+
3,…,n4.

保证给 Xj 中点的色不变,j=1,2,3.[X3,

X1∪X2]、[X1,X2]中边的色不变.
易验证,这样的染色方案依旧是符合染色要

求的,故下面仅需证明(ii)中,k-1种色无法满足

要求的染色.
(ii)假设k-1种色可以满足要求的染色,由

引理1可知,k-1种色的(n1+n2+n3+1)-子集
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共有
n1+n2+n3+k-1

n1+n2+n3+1  个.

显然有

n1+n2+n3+k-1

n1+n2+n3+1  < n1+n2+n3+k-1

n1+n2+n3+1  +1
故k-1种色无法满足要求的染色.
例3 求完全四部图 K4,4,5,6的点被多重集

可区别的一般全染色的全色数及染色方案.
解 给出图G 的使用了两种色的点被多重

集可区别的一般全染色的染色方案.
按照染色方案构造矩阵M.

M=  

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2

























将M 的行对应的14-子集依次对应到X4 中

前5个点上.
设x(4)

i 对应的子集为{ai,1,ai,2,…,ai,14},i=
1,2,…,5.

令 颜 色 ai,1 染 边 x(1)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,2 染 边

x(1)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,4染边x(1)
4 x(4)

i ,颜色ai,5染边

x(2)
1 x(4)

i ,颜色ai,6染边x(2)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,8染边

x(2)
4 x(4)

i ,颜 色 ai,9 染 边 x(3)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,10 染 边

x(3)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,13染边x(3)
5 x(4)

i ,颜色ai,14染点

x(4)
i .

从1、2这两种色的14-子集中任取一个异于

上述5个子集的子集,并按照上述染色方法染色,
这里取{1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}.

给X1 中每个点染以色1,X2、X3 中每个点染

以色2,[X3,X1∪X2]中的每条边染以色1.
给边x(1)

1 x(2)
1 染以色1,边x(1)

1 x(2)
2 染以色1,

边x(1)
1 x(2)

3 染以色1,边x(1)
1 x(2)

4 染以色1.
给边x(1)

2 x(2)
1 染以色1,边x(1)

2 x(2)
2 染以色1,

边x(1)
2 x(2)

3 染以色1,边x(1)
2 x(2)

4 染以色2.
给边x(1)

3 x(2)
1 染以色1,边x(1)

3 x(2)
2 染以色1,

边x(1)
3 x(2)

3 染以色2,边x(1)
3 x(2)

4 染以色2.
给边x(1)

4 x(2)
1 染以色1,边x(1)

4 x(2)
2 染以色2,

边x(1)
4 x(2)

3 染以色2,边x(1)
4 x(2)

4 染以色2.
这样,图G 中所有的点及边已染好,下面对

图Xj 中点的色集合进行列举,j=1,2,3.
X1:C(x(1)

1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1},

C(x(1)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,2},

C(x(1)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,2,2},

C(x(1)
4 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,2,2,2}

X2:C(x(2)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,

2,2,2,2,2},

C(x(2)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,

2,2,2,2,2},

C(x(2)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,

2,2,2,2,2},

C(x(2)
4 )={1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,

2,2,2,2,2}

X3:C(x(3)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,2,2},

C(x(3)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,2,2,2},

C(x(3)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

2,2,2,2},

C(x(3)
4 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,

2,2,2,2},

C(x(3)
5 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,

2,2,2,2}

故Cgvt(K4,4,5,6)=2.
定理3 (i)当n1<n2<n3<n4 且n3+1≤

n4≤
n1+n2+n3+2

n1+n2+n3+1  时,χgvt(G)=2.

(ii) 当 n1 < n2 < n3 < n4 且

n1+n2+n3+k-1

n1+n2+n3+1  + 1 ≤ n4 ≤

n1+n2+n3+k

n1+n2+n3+1  时,χgvt(G)=k,k≥3.

(i)证明对图G 进行点被多重集可区别的一

般全染色至少需要两种色,而实际上使用两种色

是可以满足要求的,具体的染色方案与下面(ii)中
构造的染色方案类似,读者可参考下文.

(ii)证明k-1种色无法满足要求的染色的方

法与定理2中的(ii)类似,下面构造图G 的使用

了k种色的点被多重集可区别的一般全染色的染
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色方案.
设Aj 为阶为nj 的方阵,其次对角线及其上

方元素全为1,次对角线下方元素全为2.Jj 是一

个(n3-nj)×nj 的元素全为2的矩阵,j=1,2.N
是一个n3×1的元素全为2的矩阵.

令Tj=
Aj

Jj  ,M=(T1 T2 A3 N).

矩阵M 的每一行从左到右并非是不减的,且
其任意两行不同.

将M 的行对应的(n1+n2+n3+1)-子集依次

对应到X4 中前n3 个点,剩余的点对应k种色的

其他(n1+n2+n3+1)-子集,且剩余点对应的子

集中的元素按不减顺序排列.不同的点对应不同

的子集.
设 x(4)

i 对 应 的 子 集 为 {ai,1,ai,2,…,

ai,n1+n2+n3+1
},i=1,2,…,n4.

令 颜 色 ai,1 染 边 x(1)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,2 染 边

x(1)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,n1
染边x(1)

n1x
(4)
i ,颜色ai,n1+1

染

边 x(2)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,n1+2
染 边 x(2)

2 x(4)
i ,…,颜 色

ai,n1+n2
染边x(2)

n2x
(4)
i ,颜色ai,n1+n2+1

染边x(3)
1 x(4)

i ,

颜色ai,n1+n2+2
染边x(3)

2 x(4)
i ,…,颜色ai,n1+n2+n3

染

边x(3)
n3x

(4)
i ,颜色ai,n1+n2+n3+1

染点x(4)
i .

给Xj 中的每个点染以色j,j=1,2,3.给

[X2,X3]、[X1,X2∪X3]中的每条边染以色1.
这样,图G 中所有的点及边已染完,下面说

明图G 中点的色集合不同.
(1)一旦两个点属于不同的部,那么这两个点

的色集合不同.
由于不同部中点的色集合所含元素数目不

同,故一旦两个点属于不同的部,那么这两个点的

色集合不同.
(2)同一部中点的色集合互不相同.

C(x(t)
i )中元素1的数目恒大于C(x(t)

j )中元

素1的数目,t∈[1,3],i<j,i,j∈[1,nt]

X4 中点对应不同的(n1+n2+n3+1)-子集,

故同一部中点的色集合互不相同.
例4 求完全四部图 K3,4,5,7的点被多重集

可区别的一般全染色的全色数及染色方案.
解 给出图G 的使用了两种色的点被多重

集可区别的一般全染色的染色方案.
根据染色方案构造矩阵M.

M=  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2
2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2

























将M 的行对应的13-子集依次对应到X4 中

前5个点上.
这里,给x(4)

6 对应{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1},给x(4)
7 对应{2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}.

设x(4)
i 对应的子集为{ai,1,ai,2,…,ai,13},i=

1,2,…,7.
令 颜 色 ai,1 染 边 x(1)

1 x(4)
i ,颜 色 ai,2 染 边

x(1)
2 x(4)

i ,颜 色 ai,3 染 边 x(1)
3 x(4)

i ,颜 色 ai,4 染 边

x(2)
1 x(4)

i ,颜色ai,5染边x(2)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,7染边

x(2)
4 x(4)

i ,颜 色 ai,8 染 边 x(3)
1 x(4)

i ,颜 色 ai,9 染 边

x(3)
2 x(4)

i ,…,颜色ai,12染边x(3)
5 x(4)

i ,颜色ai,13染点

x(4)
i .

给Xj 中的每个点染以色j,j=1,2,3.给

[X2,X3]、[X1,X2∪X3]中的每条边染以色1.
这样,图G 中所有的点及边已染完,下面对

Xj 中点的色集合进行列举,j=1,2,3.
X1:C(x(1)

1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,2,2,2},

C(x(1)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,2,2,2,2},

C(x(1)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,2,2,2,2,2}

X2:C(x(2)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,2,2},

C(x(2)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,2,2,2},

C(x(2)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,2,2,2,2},

C(x(2)
4 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

2,2,2,2,2}

X3:C(x(3)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,2},

C(x(3)
2 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,2,2},

C(x(3)
3 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,2,2,2},

C(x(3)
4 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

2,2,2,2},
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C(x(3)
5 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,

2,2,2,2}
故Cgvt(K3,4,5,7)=2.

3 结 语

本文中解决了部分完全四部图的点被多重集

可区别的一般全染色问题.重难点在于染色方案

的给出,得到的结果还是极具规律性的.目前,关
于完全四部图的点被多重集可区别的一般全染色

的其他情况已经有了相应的结果,未全部展示.而
关于更复杂的完全五部图的相应情况正在考

虑中.
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GeneraltotalcoloringsofKn1
,n2

,n3
,n4

withvertexdistinguished
bymultisets(n1≤n2<n3≤n4)

WANG Yongjun, CHEN Xiang'en

(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:AgeneraltotalcoloringofgraphGisadistributionofallverticesandedgesofgraphG
usingseveralelements.Usually,duringcoloring,thekcolorsusedaredenotedby1,2,…,k,and
thereisasizerelationshipbetweenthecolorsrepresentedbythenumbers.Ageneraltotalcoloringof
graphG usingkcolorsiscalledk-generaltotalcoloringofgraphG.Byusingthemethodof
contradiction,themethodofconstructingconcretecoloringandthemethodofdistributingthecolor
setsinadvance,thegeneraltotalcoloringsarediscussedforcomplete4-partitegraphKn1,n2,n3,n4

(n1≤
n2<n3≤n4)whicharevertex-distinguishedbymultisets.Theschemeofthecorrespondingoptimal
coloringisgivenandthechromaticnumbersofthecorrespondingcoloringsareobtained.
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